










勒让德方程的引出

对球坐标系中的拉普拉斯⽅方程进⾏行行分离变量量，球坐标系中的拉普拉斯⽅方程为
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u(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ)设 ，代⼊入拉普拉斯⽅方程，有：
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勒让德方程的引出

上式的左端仅与   有关，右端仅与   和   有关，要它们相等只有当它们均为常数时才有可能。r θ φ

为了了以后的需要，我们把这个常数写成             这种形式（n可能为整数，可能为复数）。n(n + 1)
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欧拉⽅方程

该⽅方程为欧拉⽅方程，其通解为                                   ，其中          为任意常数R(r) = A1rn + A2r−(n+1) A1, A2
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勒让德方程的引出
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上式的左端仅与   有关，右端仅与    有关，要它们相等只有当它们均为常数时才有可能。θ φ

这个常数需定义为写成     （与⻉贝塞尔⽅方程分离变量量法的讨论⼀一致）。m2

1
Φ
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= − m2 Φ(φ) = B1 cos mφ + B2 sin mφ



勒让德方程的引出
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连带的勒勒让德⽅方程

x = cos θ (−1 ≤ x ≤ 1) Θ(θ) P(x)若引⽤用                                    为⾃自变量量，并将        换为       ，则连带的勒勒让德⽅方程可变为
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+ n(n + 1)P = 0若              与   ⽆无关，则          ，⽅方程即可简化为u(r, θ, φ) φ m = 0

勒勒让德⽅方程



勒让德方程的引出「本节小结」
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• 勒勒让德⽅方程引出的⽅方程背景是球坐标系中的拉普拉斯⽅方程，⽅方法是分离变量量法

• 勒勒让德⽅方程
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d2P
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• 通过分离变量量法可以求得对应分离变量量函数的解或有关⽅方程
R(r) = A1rn + A2r−(n+1)r2 d2R

dr2
+ 2r
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− n(n + 1)R = 0分离变量量后求解欧拉⽅方程

分离变量量后求解常微分⽅方程
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待求解的连带的勒勒让德⽅方程
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勒让德多项式

给出勒勒让德⽅方程 (1 − x2)
d2y
dx2

− 2x
dy
dx

+ n(n + 1)y = 0

在求解勒勒让德⽅方程的过程中，我们省略略具体的推导过程，并取n为整数（最常⻅见的情况）；
推导得出⽅方程的解为：
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其中，  和    为任意常数，根据其任意性，可推得：a0 a1
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两函数均为⽅方程的解，

当                       时，它们线性⽆无关。a0 ≠ 0 , a1 ≠ 0



勒让德多项式

y1 = a0[1 −
n(n − 1)

2!
x2 +

n(n − 2)(n + 1)(n + 3)
4!

x4 + ⋯]

y2 = a1[x −
(n − 1)(n + 2)

3!
x3 +

(n − 1)(n − 3)(n + 2)(n + 4)
5!

x5 + ⋯]
当n不不为整数时，  与    均为⽆无穷级数，可以证明它们在                  时绝对收敛，在            处发散

此时勒勒让德⽅方程不不可能在            处有有界解；

y1 y2 −1 < x < 1 x = ± 1

x = ± 1

这个⼀一般形式即为我们所需要掌握的n次勒勒让德多项式
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xn−2m M =
n
2
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2

n为偶数

n为奇数

当n为整数时，  与    的其中⼀一个会变为多项式，具体哪个需要通过n的取值确定，另⼀一个仍是⽆无穷级数；y1 y2

通过推导我们可以得出这个多项式的⼀一般形式



勒让德多项式「本节小结」

• n次勒勒让德多项式

Pn(x) =
M

∑
m=0

(−1)m (2n − 2m)!
2nm!(n − m)!(n − 2m)!

xn−2m M =
n
2
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2

n为偶数

n为奇数

• n次勒勒让德多项式的罗德⾥里里格斯（Rodrigues）表达式

为了了便便于应⽤用，我们可以将n次勒勒让德多项式写成

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x2 − 1)n 该式称为n次勒勒让德多项式的罗德⾥里里格斯（Rodrigues）表达式

• 需要记住的⼏几个低阶次的勒勒让德多项式
P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) =

1
2

(3x2 − 1) P3(x) =
1
2

(5x3 − 3x)



勒让德多项式「本节小结」

• 勒勒让德⽅方程的通解
       当n不不为整数时，⽅方程通解为                  ， 与    由前⽂文所讲的⽆无穷级数所确定，它们在闭

区间           上⽆无界，因此⽅方程在闭区间           ⽆无有界解。

y1 y2

[−1,1]
y = y1 + y2

[−1,1]

       当n为整数时，    与    中有⼀一个是勒勒让德多项式         ，另⼀一个仍是⽆无穷级数，记为         ，

此时⽅方程的通解为                                 ，其中         成为第⼆二类勒勒让德函数，它在闭区间          

上⽆无界。

y1 y2 Pn(x) Qn(x)
y = C1Pn(x) + C2Qn(x) Qn(x) [−1,1]







函数展开成勒让德多项式的级数

• 勒勒让德多项式的正交性

∫
1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = {

0 , m ≠ n
2

2n + 1 , m = n

在应⽤用勒勒让德多项式解决数学物理理⽅方程的定解问题时，需要将给定在区间           的函数按勒勒让德多项式

展开为⽆无穷级数，因此我们⾸首先要知道不不同阶次的勒勒让德多项式构成正交函数集，然后再进⾏行行级数展开。

(−1,1)

• 函数展开成勒勒让德多项式的级数
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2 ∫
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∑
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CkPk(x), (−1 < x < 1)设函数满⾜足按照特征函数展开的条件，则

为了了求解系数，将上式两端同时乘以        并在           上积分，有Pn(x) (−1,1)
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∞
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函数展开成勒让德多项式的级数
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∞
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∞
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2 ∫
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x = cos θ (−1 ≤ x ≤ 1)如果                                    ，则这两个式⼦子可以写成







常见题型总结

（1）给定函数，将其展开为关于勒勒让德多项式的级数

      若给定多项式函数，可以直接根据最⾼高次幂，通过待定系数法利利⽤用特殊阶次勒勒让德多项式

进⾏行行展开，⽆无需利利⽤用正交性求积分。

（2）利利⽤用分离变量量法求解球坐标系定解问题

      常⻅见于球坐标系拉普拉斯⽅方程的定解问题



例例题5-1

解析5-1

试将函数                                                 展开为勒勒让德多项式的级数f(x) = 2x3 + 3x + 4, x ∈ (−1,1)

是三次多项式∵ f(x) = 2x3 + 3x + 4 x ∈ (−1,1)

   可⽤用                                         表示P0(x), P1(x), P2(x), P3(x)

已知 P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) =
1
2 (3x2 − 1) P3(x) =

1
2 (5x3 − 3x)

∴

设 f(x) = 2x2 + 3x + 4 = C0P0(x) + C1P1(x) + C2P2(x) + C3P3(x)

= C0 + C1x + C2
1
2 (3x2 − 1) + C3

1
2 (5x2 − 3x)

= (C0 −
C1

2 ) + (C1 −
3
2

C3) x +
3
2

C2x2 +
5
2

C3x3

对⽐比系数，可得：                                     解得：                  

5
2 C3 = 2
3
2 C2 = 0

C1 − 3
2 C3 = 3

C0 −
C2

2 = 4

C0 = 4

C1 = 21
5

C2 = 0

C3 = 4
5

∴ f(x) = 4P0(x) +
21
5

P1(x) +
4
5

P3(x)



例例题5-2

解析5-2

计算下列列积分

(1)∫
1

0
xP5(x)dx (2)∫

1

−1
[P2(x)]2dx (3)∫

1

−1
P2(x)P4(x)dx

(1) ∵ P5(x) =
1
8 (63x5 − 70x3 + 15x)

∴ ∫
1

0
xP5(x)dx = ∫

1

0 ( 63
8

x6 −
70
8

x4 +
15
8

x2) dx

= ( 63
56

x7 −
70
40

x5 +
15
24

x3)
1

0

=
63
56

−
70
40

+
15
24

=
9
8

−
14
8

+
5
8

= 0



例例题5-2

解析5-2

计算下列列积分

(1)∫
1

0
xP5(x)dx (2)∫

1

−1
[P2(x)]2dx (3)∫

1

−1
P2(x)P4(x)dx

(2) ∫
1

−1
[P2(x)]2 dx =

2
2 × 2 + 1

=
2
5

(3) ∫
1

−1
P2(x)P4(x)dx = 0

正交性}



例例题5-3

解析5-3

设有半径为a的球体，球⾯面上温度为          ，求稳衡状态下球体内部的温度分布。cos3 θ

因此温度分布满⾜足的定解问题为：
1
r2

∂
∂r (r2 ∂u

∂r ) + 1
r2 sin θ

∂
dθ (sin θ ∂u

∂θ ) = 0 0 < r < a, 0 ≤ θ ≤ π

u |r=a = cos3 θ 0 ≤ θ ≤ π

稳恒状态下温度分布满⾜足拉普拉斯⽅方程，由于定解条件与    ⽆无关，所以解只和       有关φ r, θ

采⽤用分离变量量法分析，设.                                 代⼊入原⽅方程u(r, θ) = R(r) ⋅ Θ ⋅ (θ)

[r2R′�]′�Θ +
R

sin θ [sin θΘ′�]′� = 0 ⟹ (r2R′�′� + 2rR′�) Θ +
R

sin θ (cos θΘ′� + sin θΘ′�′�) = 0

即 (r2R′�′� + 2rR′�) Θ + (Θ′ �′ � + cot θ ⋅ Θ′�) ⋅ R = 0

令
r2R′�′� + 2rR′�

R
= −

Θ′�′ � + cot θΘ′ �
Θ

= λ

从⽽而得到 r2R′�′� + 2rR′�− λR = 0 Θ′�′� + cot θΘ′� + λΘ = 0

将    写成n(n+1)              λ

则⽅方程 即为连带的勒勒让德⽅方程在m=0时的情形Θ′�′� + cot θΘ′� + λΘ = 0



例例题5-3

解析5-3

设有半径为a的球体，球⾯面上温度为          ，求稳衡状态下球体内部的温度分布。cos3 θ

有界，则        有界，当n为整数时，       在                 内有有界解 u(r, θ) Θ(θ) 0 ≤ θ ≤ πΘ(θ) Θn(θ) = Pn(cos θ)

即 为欧拉⽅方程r2R′�′� + 2rR′�− λR = 0 r2R′�′� + 2rR′�− n(n + 1)R = 0

Rn(r) = C1rn + C2r−(n+1)其通解为：

为保证球⼼心(r=0处)温度有限:                即C2 = 0 Rn(r) = Cnrn

原问题的通解可表示为： u(r, θ) =
+∞

∑
n=0

CnrnPn(cos θ)

代⼊入球体表⾯面的温度得：u r=a =
+∞

∑
n=0

CnanPn(cos θ) = cos3 θ

令                 可得x = cos θ x3 =
+∞

∑
n=0

CnanPn(x)

被展开函数最⾼高次为3次∵

P3(x)展开⾄至         即可∴

∴ x3 = C0a0P0(x) + C1a1P1(x) + C2a2P2(x) + C3a3P3(x)



例例题5-3

解析5-3

设有半径为a的球体，球⾯面上温度为          ，求稳衡状态下球体内部的温度分布。cos3 θ

∴ x3 = C0a0P0(x) + C1a1P1(x) + C2a2P2(x) + C3a3P3(x)

∵ P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) =
1
2 (3x2 − 1) P3(x) =

1
2 (5x3 − 3x)

∴ x3 = C0 + C1ax + C2a2 1
2

(3x2 − 1) + C3a3(5x3 − 3x)

= (C0 −
1
2

C2a2) + (C1a −
3
2

C3a3) x +
3
2

C2a2x2 +
5
2

C3a3x3

此时系数有：                                    解得：

C0 − 1
2 C2a2 = 0

C1a − 3
2 C3a3 = 0

3
2 C2a2 = 0
5
2 C3a3 = 1

C0 = 0

C1 = 3
5a

C2 = 0

C3 = 2
5a3

因此球内温度分布为： u(r, θ) =
3

5a
r cos θ +

2
5a3

r3 (5 cos3 θ − 3 cos θ)




