










常微分方程「二阶常系数微分方程」

⼆二阶常系数⻬齐次线性微分⽅方程的⼀一般形式为 y′�′�(x) + py′�(x) + qy(x) = 0

y = (C1x + C2)erx

y = eαt(C1 cos βx + C2 sin βx)

2. 当                ，即为⼆二重实根时，⻬齐次⽅方程的通解形式为

其特征⽅方程为                        ，特征根为r2 + pr + q = 0

1. 当          为互不不相等的实根时，⻬齐次⽅方程的通解形式为

r1 , r2

r1 , r2 y = C1er1x + C2er2x

r1 = r2 = r

3. 当                   ，即为⼀一对共轭复根时，⻬齐次⽅方程的通解形式为r1,2 = α ± jβ

⼆二阶常系数⾮非⻬齐次线性微分⽅方程的解的结构包含两部分

⼀一部分是对应⻬齐次⽅方程的⻬齐次解，由特征根决定；另⼀一部分特解由⾮非⻬齐次⽅方程的⾃自由项决定，即

Y = y + Y*



常微分方程「欧拉方程」

变系数⼆二阶线性常微分⽅方程                                     称为欧拉⽅方程x2 d2y
dx2

+ x
dy
dx

− n2y = 0

作变量量代换，令                                             ，则有

欧拉⽅方程的解法：

x = et , y = y(x) = y(et) = z(t)

dy
dt

=
dy
dx

dx
dt

= y′�et = x
dy
dx

d2y
dt2

=
d(xy′�)

dx
dx
dt

= (y′� + xy′�′�)et = x2 d2y
dx2

+ x
dy
dx

因此原⽅方程可以化为                      。d2y
dt2

− n2y = 0

±n

n = 0 时，            ，等式两端积分两次，y = z0(t) = c0 + d0t
d2y
dt2

= 0

n > 0 时，⽅方程的特征根为      , y = z(t) = cnent + dne−nt

y(x) = c0 + d0 ln x

y(x) = cnxn + dnx−n





偏微分方程

F(x1, x2, ⋯, xn, u,
∂u
∂x1

,
∂u
∂x2

, ⋯,
∂u
∂xn

, ⋯) = 0

除了了含有⼏几个⾃自变量量和未知函数以外，还含有未知函数的偏导数（也可以仅含偏导数）的⽅方
程。

定义1

⾃自变量量 未知函数
未知函数的偏导数 
（⼀一阶、⾼高阶或混合偏

导）

⼀一般形式

⽅方程的阶：2 ⽅方程中涉及到的未知函数偏导数的最⾼高阶数称为偏微分⽅方程的阶。

3 线性偏微分⽅方程：⽅方程中未知函数及其各阶偏导数都是线性（⼀一次）的，且系数仅依赖于⾃自变量量。

对于线性偏微分⽅方程⽽而⾔言，将不不含未知函数及其偏导数的项称为⾃自由项。（⾮非）⻬齐次偏微分⽅方程：4

（⾮非）⻬齐次偏微分⽅方程值的是当⾃自由项（不不）为0的⽅方程。



例例题1-1 判断下列列⽅方程的类型并指出⽅方程的阶。

∂u
∂t

= a2(
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

+
∂2u
∂z2

) + f(x, y, z, t) 线性，⾮非⻬齐次，2阶

∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

+
∂2u
∂z2

= 0 线性，⻬齐次，2阶

[1 + (
∂u
∂y

)2] ∂2u
∂x2

− 2
∂2u

∂x∂y
= 0 ⾮非线性，2阶

∂u
∂t

+ cu
∂u
∂x

+
∂3u

∂x2∂y
= 0 ⾮非线性，3阶







波动方程
波动⽅方程⽤用来解决弦振动问题，设 u(x,y,z,t) 为 t 时刻弦在不不同位置振动所产⽣生的位移。

⼀一维波动⽅方程

⼆二维波动⽅方程

三维波动⽅方程
∂2u
∂t2

= a2(
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

+
∂2u
∂z2

)

∂2u
∂t2

= a2(
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

)

∂2u
∂t2

= a2 ∂2u
∂x2

⻬齐次⽅方程

∂2u
∂t2

= a2Δu Δ =
n

∑
i=1

∂2

∂x2
i

(n = 1,2,3)

拉普拉斯算⼦子

对应弦的⾃自由振动。

⾮非⻬齐次⽅方程

∂2u
∂t2

= a2Δu + f

对应弦的受迫振动。

f 是与位置和时间有关的函数，和所受受迫⼒力力有关。





热传导方程

热传导⽅方程⽤用来解决求解物体内部温度分布的问题。设 u(x,y,z,t) 为 t 时刻物体内不不同位置的温度。

⼀一维热传导⽅方程

⼆二维热传导⽅方程

三维热传导⽅方程
∂u
∂t

= a2(
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

+
∂2u
∂z2

)

∂u
∂t

= a2(
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

)

∂u
∂t

= a2 ∂2u
∂x2

⻬齐次⽅方程

∂u
∂t

= a2Δu Δ =
n

∑
i=1

∂2

∂x2
i

(n = 1,2,3)

拉普拉斯算⼦子

对应物体内⽆无热源。

⾮非⻬齐次⽅方程

∂u
∂t

= a2Δu + f

对应物体内有热源。

f 是与位置和时间有关的函数，和物体内的热源产热有关。





拉普拉斯⽅方程⽤用来解决稳恒态模型问题，如稳恒的温度场，稳恒电场等。

⼆二维拉普拉斯⽅方程

三维拉普拉斯⽅方程
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

+
∂2u
∂z2

= 0

∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

= 0

Δu = 0 Δ =
n

∑
i=1

∂2

∂x2
i

(n = 1,2,3)

拉普拉斯算⼦子

球坐标下的拉普拉斯⽅方程

1
r2

∂
∂r

(r2 ∂u
∂r

) +
1

r2 sin θ
∂
∂θ

(sin θ
∂u
∂θ

) +
1

r2 sin2 θ
∂2u
∂φ2

= 0

极坐标下的拉普拉斯⽅方程

∂2u
∂ρ2

+
1
ρ

∂u
∂ρ

+
1
ρ2

∂2u
∂θ2

= 0
1
ρ

∂
∂ρ

(ρ
∂u
∂ρ

) +
1
ρ2

∂2u
∂θ2

= 0

拉普拉斯方程







初值条件

• 初值条件 ⽤用于说明某⼀一物理理现象初始状态的条件。

弦振动初值条件：弦在开始时刻的位移和速度。
u

t=0
= φ(x)

∂u
∂t t=0

= ψ(x)

开始时刻的位移

开始时刻的速度

热传导⽅方程初值条件：开始时刻物体温度的分布情况。 u(M, t)
t=0

= φ(M)

拉普拉斯⽅方程：描述稳恒状态，与初值状态⽆无关，因此不不提初值条件。

确定⽅方程之后，我们还需要通过初值条件和边界条件对模型进⾏行行进⼀一步的描述，从⽽而求出对应的解。





边界条件

• 边界条件 ⽤用于说明边界上的约束情况的条件。



边界条件「弦振动边界条件」

弦振动边界条件：有三种情况

1. 固定端：即弦在振动过程中端点保持不不动，则对应边界条件为                或u
x=a

= 0 u(a, t) = 0

2. ⾃自由端：即弦在此端点不不受位移⽅方向的外⼒力力，则对应边界条件为                   或
∂u
∂x x=a

= 0 ux(a, t) = 0

3. 弹性⽀支承端：即弦在此端点被某个弹性体所⽀支承，则对应边界条件为                   (
∂u
∂x

+ σu)
x=a

= 0



热传导边界条件：有三种情况

1. 在导热过程中，物体在边界S上的温度为已知函数f (x,y,z,t)： u
S

= f

2. 在导热过程中，物体与周围介质绝热，边界S上流过的热量量为0：
∂u
∂n S

= 0

3. 在导热过程中，物体内部与外界有通过边界 S 的热量量交换：                (
∂u
∂n

+ σu)
S

= σu1
S

边界条件「热传导边界条件」



边界条件「三类边界条件」

三类边界条件：从数学⻆角度看，波动和热传导的边界条件可以划分为3类：

第⼀一类：在边界S上直接给出了了未知函数u的数值。 u
S

= f1

第⼆二类：在边界S上给出了了u沿边界的外法线⽅方向的⽅方向导数。
∂u
∂n S

= f2

(
∂u
∂n

+ σu)
S

= f3第三类：在边界S上给出了了u及其沿边界的外法线⽅方向的⽅方向导数的某种线性组合。

三类边界条件右端的                    均为定义在边界S上的函数，不不论哪⼀一种类型的边界条件，当它的数学
表达式中⾃自由项（不不依赖于u的项）为0时，则称边界条件是⻬齐次的，否则称⾮非⻬齐次的。

fi (i = 1,2,3)







定解问题的提法

• 定解问题
       初值条件和边界条件都称为定解条件，我们把某个偏微分⽅方程和相应的定解条件结合在⼀一起，
就构成了了定解问题。

只有初值条件，没有边界条件的定解问题称为初值问题（或柯⻄西(Cauchy)问题）；

只有边界条件，没有初值条件的定解问题称为边值问题；

既有初值条件，⼜又有边界条件的定解问题称为混合问题。

因此，我们的任务是求出偏微分⽅方程的适合某些特定条件的解，也就是求解定解问题。





叠加原理

我们⽤用L算⼦子表示偏微分⽅方程，则⼀一个含n个⾃自变量量的2阶线性偏微分⽅方程可表示为

L[u] ≡
n

∑
i,k=1

Aik
∂2u

∂xi∂xk
+

n

∑
i=1

Bi
∂u
∂xi

+ Cu = f

其中                    都只是关于n个⾃自变量量的已知函数，与未知函数⽆无关，当两个⾃自变量量时，可变为

A(x, y)
∂2u
∂x2

+ 2B(x, y)
∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u
∂y2

+ D(x, y)
∂u
∂x

+ E(x, y)
∂u
∂y

+ F(x, y)u = f(x, y)

未知函数含2个⾃自变量量的⼆二阶线性偏微分⽅方程的⼀一般形式

Aik , Bi , C , f



叠加原理

叠加原理理是线性偏微分⽅方程的⼀一个重要特性，其内容是：

如果    是⽅方程               的解，且级数                  收敛，并且能够逐项微分两次，其中ui L[ui] = fi u =
∞

∑
i=1

Ciui Ci (i = 1,2,⋯)

为任意常数，则u⼀一定是⽅方程                        的解（假定⽅方程右端级数收敛）。L[u] =
∞

∑
i=1

Ci fi

L[u] ≡ 0 u =
∞

∑
i=1

Ciui      特别的，如果    是⼆二阶线性⻬齐次⽅方程             的解，则只要                   收敛，并且能够逐项微分ui

两次，则u⼀一定是⽅方程的解，这⼀一结论是下⼀一讲分离变量量法的基础。




