








贝塞尔方程的引出

我们⽤用分离变量量法求解这个问题

我们以圆盘的瞬时温度为例例推导⻉贝塞尔⽅方程。

设有半径为R的薄圆盘，其侧⾯面绝缘，若圆盘边界上的温度保持为0摄⽒氏度，且初始温度已知，求圆盘内

的瞬时温度分布规律律。这个问题就可以归结为以下定解问题：

∂u
∂t = a2( ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 ) x2 + y2 < R2

u
t=0

= φ(x, y) , x2 + y2 ≤ R2

u
x2+y2=R2

= 0

VT′� = a2(
∂2V
∂x2

+
∂2V
∂y2

)T设                               ，代⼊入⽅方程得：u(x, y, t) = V(x, y)T(t)



贝塞尔方程的引出

VT′� = a2(
∂2V
∂x2

+
∂2V
∂y2

)T

T′�
a2T

=
( ∂2V

∂x2 + ∂2V
∂y2 )

V
= − λ (λ > 0)整理理可得

T′�(t) + a2λT(t) = 0
∂2V
∂x2

+
∂2V
∂y2

+ λV = 0从⽽而得到⼀一组⽅方程

T′�(t) + a2λT(t) = 0 T(t) = Ae−a2λt

∂2V
∂x2

+
∂2V
∂y2

+ λV = 0 亥姆霍兹⽅方程



贝塞尔方程的引出

求解亥姆霍兹⽅方程满⾜足条件                      的⾮非零解V
x2+y2=R2

= 0

我们引⽤用平⾯面上的极坐标系，将亥姆霍兹⽅方程转化为极坐标形式，可得

∂2V
∂ρ2 + 1

ρ
∂V
∂ρ + 1

ρ2
∂2u
∂θ2 + λV = 0, ρ < R, 0 ≤ θ ≤ 2π

V
ρ=R

= 0, 0 ≤ θ ≤ 2π

再令                            ，代⼊入⽅方程并分离变量量，可得V(ρ, θ) = P(ρ)Θ(θ) ΘP′�′ � +
1
ρ

ΘP′� +
1
ρ2

Θ′ �′�P + λPΘ = 0,

ρ2P′ �′� + ρP′� + λρ2P
P

= −
Θ′�′�
Θ

= μ
ρ2P′�′� + ρP′� + (λρ2 − μ)P = 0

Θ′�′� + μΘ = 0

由于            是单值函数，因此          是单值函数，因此        应该是以    为周期的周期函数u(x, y, t) V(x, y) Θ(θ) 2π



贝塞尔方程的引出

Θ′�′� + μΘ = 0
Θ0(θ) =

a0

2
Θn(θ) = an cos nθ + bn sin nθ n = 1,2,⋯

μ μn = n2那么要求   为以下数：                   ，对应于0,12,22, ⋯, n2

ρ2P′ �′� + ρP′� + (λρ2 − n2)P = 0 ρ2P′�′�(ρ) + ρP′�(ρ) + (λρ2 − n2)P(ρ) = 0 n阶⻉贝塞尔⽅方程

若再做代换              ，并且令                       ，则可得到r = λρ F(r) = P(
r

λ
) r2F′�′�(r) + rF′�(r) + (r2 − n2)F(r) = 0

n阶⻉贝塞尔⽅方程的常⽤用形式
根据                                     ，以及温度是有限的，我们可得V

ρ=R
= 0, 0 ≤ θ ≤ 2π P(R) = 0 , |P(0) | < + ∞

因此，原定解问题就归结为求解⻉贝塞尔⽅方程在条件                                      的特征值与特征函数。P(R) = 0 , |P(0) | < + ∞



贝塞尔方程的引出「本节小结」

• n阶⻉贝塞尔⽅方程

ρ2P′�′�(ρ) + ρP′�(ρ) + (λρ2 − n2)P(ρ) = 0

r2F′�′�(r) + rF′�(r) + (r2 − n2)F(r) = 0

• ⻉贝塞尔⽅方程引出的背景是求解亥姆霍兹⽅方程的⾮非零解，⽅方法是分离变量量法
∂2V
∂ρ2

+
1
ρ

∂V
∂ρ

+
1
ρ2

∂2u
∂θ2

+ λV = 0, ρ < R, 0 ≤ θ ≤ 2π

V
ρ=R

= 0, 0 ≤ θ ≤ 2π{





贝塞尔函数的通解

给出n阶⻉贝塞尔⽅方程 x2 d2y
dx2

+ x
dy
dx

+ (x2 − n2)y = 0

在求解⻉贝塞尔⽅方程的过程中，我们省略略具体的推导过程，并取n为正实数；

可以推导得出⽅方程的⼀一个特解为 y1 =
+∞

∑
m=0

(−1)m

2n+2mm!Γ(n + m + 1)
xn+2m (n ≥ 0)

即n阶第⼀一类⻉贝塞尔函数为⻉贝塞尔⽅方程的⼀一个特解。

根据达朗⻉贝尔判别法，可以判定这个级数在整个数轴上收敛，那么这个⽆无穷级数所确定的函数

被称为n阶第⼀一类⻉贝塞尔函数，记作

Jn(x) =
+∞

∑
m=0

(−1)m

2n+2mm!Γ(n + m + 1)
xn+2m (n ≥ 0)



贝塞尔函数的通解

通过分析我们可以知道                                                                  也为⽅方程的特解。J−n(x) =
+∞

∑
m=0

(−1)m

2−n+2mm!Γ(−n + m + 1)
x−n+2m

当n不不为整数时，两个特解        与         线性⽆无关，因此⻉贝塞尔⽅方程的通解结构为Jn(x) J−n(x) y = AJn(x) + BJ−n(x)

当n不不为整数时，定义第⼆二类⻉贝塞尔函数 Yn(x) =
Jn(x)cos nπ − J−n(x)

sin nπ

这个函数是⻉贝塞尔⽅方程的⼀一个特解，且与       线性⽆无关，因此⽅方程通解的结构为Jn(x) y = AJn(x) + BYn(x)

y = AJn(x) + BYn(x)

也就是说，当n不不为整数时，⻉贝塞尔⽅方程通解的结构有两种：

y = AJn(x) + BJ−n(x)



贝塞尔函数的通解

当n为整数时，两个特解        与         线性相关，因此⻉贝塞尔⽅方程的通解结构不不再是Jn(x) J−n(x) y = AJn(x) + BJ−n(x)

在此情形下，我们修正第⼆二类⻉贝塞尔函数定义 Yn(x) = lim
α→n

Jα(x)cos απ − J−α(x)
sin απ

（n为整数）

综上所述，不不论n是否为整数，⻉贝塞尔⽅方程                                              的通解均可以表示为x2 d2y
dx2

+ x
dy
dx

+ (x2 − n2)y = 0

y = AJn(x) + BYn(x) A，B为任意常数，n为任意实数

这个函数是⻉贝塞尔⽅方程的⼀一个特解，且与       线性⽆无关，因此⽅方程通解的结构为Jn(x) y = AJn(x) + BYn(x)

（因为当         时，      为有限值，      为⽆无穷⼤大）x = 0 Jn(x) Yn(x)



贝塞尔函数的通解「本节小结」

• n阶第⼀一类⻉贝塞尔函数
Jn(x) =

+∞

∑
m=0

(−1)m

2n+2mm!Γ(n + m + 1)
xn+2m (n ≥ 0)

• 第⼆二类⻉贝塞尔函数
Yn(x) = lim

α→n

Jα(x)cos απ − J−α(x)
sin απ

（n为整数）（n不不为整数）Yn(x) =
Jn(x)cos nπ − J−n(x)

sin nπ

• ⻉贝塞尔⽅方程的通解
y = AJn(x) + BYn(x)当n不不为整数时，⻉贝塞尔⽅方程通解的结构有两种：y = AJn(x) + BJ−n(x)

当n为整数时，⻉贝塞尔⽅方程通解的结构为y = AJn(x) + BYn(x)

不不论n是否为整数，⻉贝塞尔⽅方程的通解均可以表示为 y = AJn(x) + BYn(x)





贝塞尔函数的递推公式

本节我们介绍⼏几个常⽤用的⻉贝塞尔函数递推公式。

d
dx

[xnJn(x)] = xnJn−1(x)
d
dx

[x−nJn(x)] = − x−nJn+1(x)

Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n
x

Jn(x) Jn−1(x) − Jn+1(x) = 2J′�n (x)

d
dx

[xnYn(x)] = xnYn−1(x) d
dx

[x−nYn(x)] = − x−nYn+1(x)

Yn−1(x) + Yn+1(x) =
2n
x

Yn(x) Yn−1(x) − Yn+1(x) = 2Y′�n (x)



计算下列列各式：          例例题4-1

补充：

(1)
d

dx
[x2017J2016(x)] (2) ∫

1

0
r3J0(r)dr (3) ∫ x2J3(x)dx

=
d

dx
[x ⋅ x2016J2016(x)]（1）原式        

= x2016J2016(x) + x ⋅
d

dx [x2016J2016(x)]

= x2016J2016(x) + x ⋅ x2016J2015(x)
d

dx
[xnJn(x)] = xnJn−1(x)

解析4-1



计算下列列各式：          例例题4-1

解析4-1

(1)
d

dx
[x2017J2016(x)] (2) ∫

1

0
r3J0(r)dr (3) ∫ x2J3(x)dx

= r3J1 (r)
1

0
− 2∫

1

0
r2J1(r)dr

d
dr [xnJn(x)] = xnJn−1(x) 的逆⽤用，升阶次，去积分号

= J1(1) − 2∫
1

0
r2J1(r)dr

= J1(1) − 2 [r2J2(r)]1
0

= J1(1) − 2J2(1)

= r3J1 (r)
1

0
− ∫

1

0
rJ1(r)d (r2)

= r3J1 (r)
1

0
− ∫

1

0
rJ1(r) ⋅ 2rdr

= r3J1 (r)
1

0
− 2∫

1

0
r2J1(r)dr

（2）原式        = ∫
1

0
r3J0(r)dr = ∫

1

0
r2 ⋅ rJ0(r)dr

= ∫
1

0
r2d [rJ1(r)]

d
dr [xJ1(x)] = xJ0(x) 的逆⽤用，凑微分



计算下列列各式：          例例题4-1

解析4-1

(1)
d

dx
[x2017J2016(x)] (2) ∫

1

0
r3J0(r)dr (3) ∫ x2J3(x)dx

（3）原式        = ∫ x4x−2J3(x)dx
的逆⽤用，降阶次，去积分号

d
dr [x−nJn(x)] = − x−nJn+1(x)

= ∫ x4d [−x2J2(x)]

= − x2J2(x) − ∫ − x−2J2(x)d (x4)

= − x2J2(x) + 4∫ xJ2(x)dx

= − x2J2(x) + 4∫ x2x−1J2(x)dx

= − x2J2(x) + 4∫ x2d [−x−1J1(x)]

= − x2J2(x) + 4 [−xJ1(x) − ∫ − x−1J1(x)d (x2)]
= − x2J2(x) − 4xJ1(x) + 8∫ J1(x)dx



计算下列列各式：          例例题4-1

解析4-1

(1)
d

dx
[x2017J2016(x)] (2) ∫

1

0
r3J0(r)dr (3) ∫ x2J3(x)dx

= − x2J2(x) − 4xJ1(x) + 8∫ J1(x)dx

= − x2J2(x) − 4xJ1(x) + 8∫ [−J0′ �(x)] dx

= − x2J2(x) − 4xJ1(x) − 8J0(x) + C







贝塞尔函数的零点

在应⽤用⻉贝塞尔函数解决数学物理理⽅方程的定解问题时，需要⾸首先确定⻉贝塞尔⽅方程的特征函数系，因此

我们⾸首先需要考虑⻉贝塞尔函数的零点，另外⻉贝塞尔函数系为正交系，从⽽而我们即可进⾏行行级数展开。

r2P′�′�(r) + rP′�(r) + (λr2 − n2)P(r) = 0 , 0 < r < R

P(r)
r=R

= 0

|P(0) | < + ∞

x2 d2y
dx2

+ x
dy
dx

+ (x2 − n2)y = 0 的通解为 y = AJn(x) + BYn(x)

已知              ，则⽅方程的通解为x = λr P(r) = AJn( λr) + BYn( λr)

根据条件                      ，可知⽅方程在          处有界，则          ，通解为|P(0) | < + ∞ x = 0 B = 0 P(r) = AJn( λr)

⼜又因为                    ，故有                    ，为了了确定特征值    ，就必须确定⻉贝塞尔函数的零点。P(r)
r=R

= 0 Jn( λR) = 0 λ



贝塞尔函数的零点

假设⻉贝塞尔函数的零点记作       ，表示        的⾮非负零点（m=1,2,…），则⽅方程                    的解为μ(n)
m Jn(x) Jn( λR) = 0

λR = μ(n)
m , m = 1,2,⋯ λ = (μ(n)

m

R )2 , m = 1,2,⋯

P(r) = AJn( λr) Pm(r) = Jn(
μ(n)

m

R
r) , m = 1,2,⋯

特征值

特征函数

这样，我们就通过研究⻉贝塞尔函数的零点确定了了求解⻉贝塞尔⽅方程的特征值与特征函数。





贝塞尔函数的正交性

∫
R

0
rJn(

μ(n)
m

R
r)Jn(

μ(n)
k

R
r)dr = {

0 m ≠ k
R2

2 J2
n−1(μ(n)

m ) = R2

2 J2
n+1(μ(n)

m ) m = k

{Jn(
μ(n)

m

R
r)}

m=1,2,⋯
为正交函数系，μ(n)

m 为Jn(x)的⾮非负零点，即                   。Jn(μ(n)
m ) = 0

我们通常把                        的算术平⽅方根，称为⻉贝塞尔函数              的模值。∫
R

0
rJ2

n(
μ(n)

m

R
r)dr Jn(

μ(n)
m

R
r)





函数展开成贝塞尔函数的级数

任意在[0,R]上具有⼀一阶连续导数及分段连续的⼆二阶导数的函数      ，只要它在        处有界，在f(r) r = 0 r = R

处为零，则它必然能够展开成如下形式的绝对且⼀一致收敛的级数

f(r) =
∞

∑
m=1

AmJn(
μ(n)

m

R
r)

求解系数时，我们在级数两端同时乘以                ，并对r从0到R积分，根据正交性，得rJn(
μ(n)

k

R
r)

∫
R

0
rf(r)Jn(

μ(n)
k

R
r)dr =

∞

∑
m=1

∫
R

0
AmrJn(

μ(n)
m

R
r)Jn(

μ(n)
k

R
r)dr = Ak ∫

R

0
rJ2

n(
μ(n)

k

R
r)dr

因此系数 Ak =
1

R2

2 J2
n−1(μ

(n)
k ) ∫

R

0
rf(r)Jn(

μ(n)
k

R
r)dr



例例题4-2

解析4-2

设有半径为1的薄均匀圆盘，边界上的温度为0摄⽒氏度，初始时刻圆盘内温度分布为         ，其中         
r为圆盘内任意点的极半径，试求圆盘内温度的分布规律律。

1 − r2

在圆域内求解问题，故采⽤用极坐标系较为⽅方便便，并考虑到定解问题与   ⽆无关，故温度u只能是关于r，t的函数    
根据问题的要求可归结为求解下列列定解问题

θ

∂u
dt

= a2 ( ∂2u
∂r2 + 1

r
∂u
∂r ), 0 ⩽ r < 1 t > 0

u |r=1 = 0, t > 0

u t=0 = 1 − r2, 0 ⩽ r ⩽ 1

此外，根据物理理意义，应有以下附加条件：

（1）温度有界

（2）逐渐冷却   t         时，u

|u | < + ∞

0∞

令                           带⼊入⽅方程u(r, t) = F(r)T(t) ∂u
∂t

= a2 ( ∂2u
∂r2

+
1
r

∂u
∂r )

得：                                      或FT′� = a2 (F′�′� +
1
r

F′�) T T′�
a2T

=
F′�′� + 1

r F′�

F
= − λ

由此得： T′� + a2λT = 0, r2F′�′� + rF′� + λr2F = 0



例例题4-2

解析4-2

设有半径为1的薄均匀圆盘，边界上的温度为0摄⽒氏度，初始时刻圆盘内温度分布为         ，其中         
r为圆盘内任意点的极半径，试求圆盘内温度的分布规律律。

1 − r2

T′� + a2λT = 0, r2F′�′� + rF′� + λr2F = 0

故         ，令           ，则λ > 0 λ = β2 T(t) = Ce−a2β2t

此时，⽅方程                               为0阶⻉贝塞尔函数，其通解为：r2F′�′ � + rF′� + λr2F = 0 F(r) = C1J0(βr) + C2Y0(βr)

利利⽤用叠加原理理，原问题的解为：

u(r，t)只能取有限值，且            在  r=0 处为⽆无穷⼤大，故Y0(βr) C2 = 0 F(r) = C1J0(βr)

由                可知                ，即     为        的零点u |r=1 = 0 J0(β) = 0 β J0(x)

以        表示         的正零点，则有        μ(0)
n J0(x) β = μ(0)

n (n = 1,2,3,⋯)

综合以上结果 Fn(r) = J0 (μ(0)
n r) Tn(t) = Cne−a2β2t = Cne−a2(μ(0)

n )2t

从⽽而得出：u(r, t) = Cne−a2(μ(0)
n )2tJ0 (μ(0)

n r)

u(r, t) =
∞

∑
k=1

Cne−a2(μ(0)
n )2tJ0 (μ(0)

n r)

T(t) = Ce−a2λt的解为：T′� + a2λT = 0 t           u∞ 0



例例题4-2

解析4-2

设有半径为1的薄均匀圆盘，边界上的温度为0摄⽒氏度，初始时刻圆盘内温度分布为         ，其中         
r为圆盘内任意点的极半径，试求圆盘内温度的分布规律律。

1 − r2

u(r, t) =
∞

∑
k=1

Cne−a2(μ(0)
n )2tJ0 (μ(0)

n r)

由                       ，得u t=0 = 1 − r2 1 − r2 =
∞

∑
n=1

CnJ0 (μ(0)
n r)

根据⻉贝塞尔函数的正交性得：

Cn =
2

[J′�0 (μ(0)
n )]

2 ∫
1

0
(1 − r2) rJ0 (μ(0)

n r) dr =
2

[J1 (μ(0)
n )]

2 [∫
1

0
rJ0 (μ(0)

n r) dr − ∫
1

0
r3J0 (μ(0)

n r) dr]

∫
1

0
rJ0 (μ(0)

n r) dr =
1

(μ(0)
n )2 ∫

1

0
μ(0)

n rJ0 (μ(0)
n r) d (μ(0)

n r) =
1

(μ(0)
n )2

(μ(0)
n r)J1(μ(0)

n r) |1
0 =

J1(μ(0)
n )

μ(0)
n

∫
1

0
r3J0 (μ(0)

n r) dr = ∫
1

0
r2d [

rJ1 (μ(0)
n r)

μ(0)
n ] = r3 J1(μ(0)

n r)
μ(0)

n
|1
0 −

2
μ(0)

n ∫
1

0
r2J1(μ(0)

n r)dr

=
J1(μ(0)

n )
μ(0)

n
−

2
(μ(0)

n )2
r2J2(μ(0)

n r) |1
0 =

J1 (μ(0)
n )

μ(0)
n

−
2J2 (μ(0)

n )
(μ(0)

n )2
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例例题4-2解析4-2

例例题4-2

解析4-2

设有半径为1的薄均匀圆盘，边界上的温度为0摄⽒氏度，初始时刻圆盘内温度分布为         ，其中         
r为圆盘内任意点的极半径，试求圆盘内温度的分布规律律。

1 − r2

u(r, t) =
∞

∑
n=1

4J2 (μ(0)
n )

(μ(0)
n )2 J2

1 (μ(0)
n )

J0 (μ(0)
n r) e−a2(μ(0)

n )2t

Cn =
4J2 (μ(0)

n )
(μ(0)

n )2 J2
1 (μ(0)

n )
所以：

因此所求定解问题的解为：




