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x y x y 

课时一 多元函数（一）
考点 重要程度 分值 常见题型

1.重极限 ★★ 3~0 选择、填空

2.偏导数，全微分，隐函数求偏导 必考 10~6 大题

一、重极限

题型 1.有理化
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题型 2.重要极限公式
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题型 3.无穷小替换
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☆重要极限公式
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☆无穷小替换公式：当 0x 时

1) 1~)1ln(~arctan~arcsin~tan~sin~  xexxxxxx

2) xx
2
1~11  2

2
1~cos1 xx

0

sinlim 1
xy

xy
xy
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这里的 x 要当做是一

个 整 体 ， 比 如 若

0xy ，xy作为一个

整体也满足这些公式。

xyexy ~1

2 2(a b)(a b) a b   
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二、偏导数、全微分、隐函数求导（对某个变量求导的时候，其余变量均看作常数）

题型 1. 6243 232  yxyxz ，求：①
x
z

 ，

y
z

 ②在（1,1）点偏导

解：① ②

题型 2： 2244 4 yxyxz  ，求 2
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题型 3.设
y
xz arcsin ， )0( y ，求dz
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题型 4.
x
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注意：千万不要忘了写成全微分形式

注意：
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隐函数解题方法：

1）构造函数 ),,( zyxF ；

2）求 xF yF zF

3）
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题型 5： 63sin 3  zezyx ，求
x
z



，
y
z



解：令 63sin 3  zezyxF

xFx cos ， 3yF ， 23 z
zF z e  

由公式法得
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题型 6：设 lnx z
z y
 ，求

(0,1)
dz

解：将 (0,1) 点带入方程得 1z  ，得这个点 (0,1,1)

令 ln ln lnx z xF z y
z y z

    
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练习 1.1： 2 sin 2 xyz x y e  ，求
x
z



，
y
z




练习 1.2：求 222 zyxu  ，求
(1, 1,1)

du


练习 1.3：设 lnx z
z y
 ，求

2

2

z
x

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练习 1.4：设  yxz , 由方程   11sin 



xyz

xyz 所确定，求 (0,1)
dz 。

别忘了负号
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课时二 多元函数（二）
考点 重要程度 分值 常见题型

1.复合函数求偏导 必考 6 ~ 10 大题

2.偏导，连续，可微关系 ★★ 0 ~ 3 选择、填空

一、复合函数求偏导（先画出关系链，同路相乘，不同相加）

题型 1. 2u vz e  ，u x y  ， v xy ，求
z
x



，
z
y


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题型 3：设 ),(
y
xxfz  ，其中 f 具有二阶连续偏导数，求
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z
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1 2f f f 、 、 具有相同的关系链
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二、偏导，连续，可微的关系（背诵）

练习 2.1： 22 vuz  ， 22 yxu  ， 2v x ，求
x
z



，
y
z



练习 2.2：设 ),2(
2

x
yxxfz  ，其中 f 具有连续的偏导数，求

yx
z


2

练习 2.3：考虑二元函数的下面四条性质:

(1) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 连续； (2) ( , ) ( , )x yf x y f x y、 在点 0 0( , )x y 连续；

(3) ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 可微分； (4) 0 0 0 0( , ) ( , )x yf x y f x y、 存在.

若用" "P Q 表示可由性质 P推出性质Q，则下列四个选项中正确的是（ ）

（A） (2) (3) (1)  (B) (3) (2) (1) 

(C) (3) (4) (1)  (D) (3) (1) (4) 

偏导存在

偏导连续

连 续

可 微
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2 0AC B 

课时三 多元函数(三)

一、梯度记作： 0 0(x , y )gradf 或 0 0(x , y )f 。 方向导数记作：
0 0(x ,y )

f
l




题 1： 332  yzxyu 在点 )1,1,2(  处的梯度。

解： 2

(2, 1,1)
1u y

x 


 


3

(2, 1,1)
(2 ) 3u xy z

y 


   



2

(2, 1,1)
3 3u yz

z 


  



(2, 1,1) (1, 3, 3)gradf    

题 2： yxez 2 在 )0,1(p 到 )1,2(k 的方向导数

解： 1
)0,1(

2 

 ye
x
z 22

)0,1(
2 


 yxe
y
z

 1,1Pk 
 1 1

2 2le
   
 


，

 1,0

1 1 3 2(1,2) ( , )
22 2l

f gradf e
l


    





二、多元函数的极值

一般极值求解方法：

1 求驻点：
 
  0 0

, 0
( , )

, 0
x

y

f x y
x y

f x y
    

2 求 xxfA  xyfB  yyfC 

3 对每一个驻点 0 0( , )x y 判定 2AC B

，有极值，且

，无极值

，不确定

考点 重要程度 分值 常见题型

1.梯度，方向导数 ★★★ 0 ~ 3 选择、填空、大题

2.多元函数极值 必考 6 ~ 10 大题

方向导数解题方法：
1.求在P点梯度

2.求 pk 的单位向量 le


3. l
f gradf e
l


 





（梯度点乘 l

的单位向量）

梯度解题方法：

梯度 ),,(
z
u

y
u

x
ugradf












（注：梯度为各偏导组成的向量）

驻点：

满足 一阶偏导 同时 为 0 的点

)2,1(gradf

0,
  

0
A





有极小值

，有极大值
2 0AC B 

2 0AC B 
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题 1：   xyxyxyxf 933, 2233  的极值(一般极值)

解：









063
0963

2

2

yyf
xxf

y

x 得驻点： (1,0),   (1, 2),   ( 3,0),   ( 3, 2) 

6 6xxA f x   0xyB f   6 6yyC f y   

在（1,0）点， 2 12 6 72 0AC B     ，有极值，且 012 A ,有极小值 5)0,1( f

在（1,2）点， 02  BAC ，无极值

在（-3,0）点， 02  BAC ，无极值

在（-3,2）点， 0722  BAC ，有极值，且 012 A ,有极大值 31)2,3( f

题 2.：将正数 a分为三个非负数之和，使它们乘积最大。（条件极值）

解：设三个数分别为 zyx ,,

目标函数： xyzf 

条件函数： azyx 

构造拉格朗日函数：

 L xyz x y z a    

0
0

0
0

x

y

z

L yz
L xz

L xy
L x y z a






  
   


  
     

为唯一极值点

故所求乘积最大：
3

(x, y, z)
3 3 3 27
a a a af    

条件极值求法：

1 确定目标函数  zyxf ,,

2 确定条件函数  zyxg ,,

3 构造拉格朗日函数

   zyxgzyxfL ,,,, 




















0
0

0
0

L
L

L
L

z

y

x

),,( 000 zyx

即为所求极值点。

选择题中常考知识点：

1.驻点一定是极值点（×） （若 02  BAC ,则无极值）

2.极值点一定是驻点（×） （极值点存在：1.驻点 2.一阶导数不存在的点）

3.可导函数的极值点一定是驻点（√） （去掉了一阶导数不存在的情况）

注意把 a移项

3
ax y z   
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练习 3.1: 2 3( , , )f x y z x yz ,求在 ( 1 , 1 , 1 , ) 的梯度

练习 3.2： 224 3 yxxzzu  在  111 ，，M 沿  221 ，， 的方向导数

练习 3.3：求函数 122  yxyxyxz 的极值

练习 3.4：求函数 xyz  ，在附加条件 1 yx 下的最大值。

练习 3.5：周长为 2P 矩形，绕一边旋转一周得到圆柱，求圆柱体积最大。

练习 3.6： 223 33 yxxz  在 16: 22  yxD 上的最大值和最小值（提升）
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a

c

课时四 空间几何向量

一、向量（点乘、叉乘）

题型 1： kjia
 23  kjib


 2

求① a b


②单位向量 ae
 ③ ba


 及 cos

解：  22 23 ( 1) 2 9 1 4 14a         


 22 21 2 1 1 4 1 6b        









 


14
2,

14
1,

14
3

a
aea 


   3, 1, 2 1,2, 1 3 2 2 3a b         


3 3cos
14 6 2 21

a b
a b

 
  






向量叉乘（向量积）（必考点）★

题型 2： 计算 3 2a i j k  
  2b i j k  

  
，求 a b

 

解：

考点 重要程度 分值 常见题型

1.向量（点乘、叉乘） ★★★ 0 ~ 3 选择、填空

2.空间平面与直线 ★★★★★ 0 ~ 7 大题

3.空间曲线的切线与法平面 ★★★ 0 ~ 6 选择、填空或大题

4.空间曲面的切平面与法线 ★★★ 0 ~ 6

向量点乘公式：

cos baba


 111 ,, zyxa   222 ,, zyxb 


212121 zzyyxxba 


2
1

2
1

2
1 zyxa 



),,( 111

a
z

a
y

a
xea 




熟练以后可省略

ac 
 且 bc




（即垂直于a和b

所在的平面）

注：经常用于求平面的法向量

注：叉乘是个向量

注意第二项是负

号

kjikji
kji

ba



 75

21
13

11
23

12
21

121
213 















)7,1,5(ba


a b
 b


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3 6 8 0x y z   

二、空间平面与直线

1)空间平面及其方程

 000 ,, zyxP

 CBAn ,,


化简得 0 0 0 0Ax By Cz Ax By Cz     

0Ax By Cz D    （一般式）

2）空间直线及其方程

1）对称式方程

 000 ,, zyxP

 CBAs ,,


2）一般式：







0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

3）参数方程












0

0

0

zCtz
yBty
xAtx

题型 1: 求过 3个点  111 ，，A  222 ，，B 和  211 ，，C 的平面方程

解： ( 3, 3,1)AB   


(0, 2,1)AC  


故 ACAB 就是该平面的一个法向量。

 3 3 1 1,3,6
0 2 1

i j k
n AB AC      



 
 

所求平面方程为      1 3 1 6 1 0x y z      

题型 2：已知平面 05  zyx 和 036485  zyx 求其交线对称式方程和参数方程

解







036485
05

zyx
zyx

则







)4,8,5(
)1,1,1(

n
n



kji
kji

nns



 34

485
11121 




任意一点

点法式方程 n


求出方向向量

平面的任意法向量

对称式方程
平行于直线的任何

一个方向向量

直线上任意一点

两个平面的交线

     0 0 0 0A x x B y y C z z     
),,( 000 zyxp

C
zz

B
yy

A
xx 000 








),,( 000 zyxp

s
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( 16,0,11) 令 0y








03645

05
zx

zx
解方程得







11

16
z
x

则直线方程：
3
11

14
16





 zyx

令： 得参数方程为

题型 3：求直线
2 1

1 3 1
x y z 

 


与平面 3 0x y z   的交点坐标。

解.
2 1

1 3 1
x y z t 

  


得

2
3

1

x t
y t
z t

 
 
   

带入平面方程 得  2 3 3 1 0t t t      解得 1t 

故交点为  3,3, 2

题型 4：求点  1,2,1 到平面 01022  zyx 的距离

解：由距离公式知

1
221

10122211
222





d

题型 5：求曲线 ttztytx  22 3,2, 在 1t 处的切线和法平面

解：当 1t 时，得点  4,2,1P














716
44

1

tz
ty

x
则  7,4,1 ns 

故切线为
7

4
4

2
1

1 





 zyx

法平面为       047241  zyx

求出一点

sn 


空间曲线

法平面 切线

点到平面的距离公式：

0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

  


 

4 16

3 11

x t
y t
z t

 
 
   

tzyx








3
11

14
16
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5.空间曲面的切平面与法线

题型 6：求 2 4ze z xy   在点  2 1 0，， 处的切平面与法线

解 设 2 4zF e z xy   

则














112

2
1

z
z

y

x

eF

xF
yF

 1,2,1 ns 

即切平面为    2 2 1 0x y z     法线为 zyx






2

1
1

2

法向量和方向向量求法：

1 构造F

2 求 , ,x y zF F F

3  , ,x y zs n F F F 
 

M 点求出的切平面的法向量 n即是法线的方向向量 s

练习 4.1：已知 (2,1, 1)a  


， (1, 1,2)b  


，求 a b
 

练习 4.2：已知平面 06
2
16  zyx

1 平面法向量

2 在平面上找一点

3 求过点  3,0, 1 且与已知平面平行的平面

练习 4.3：过点  2,1-1， 且平行于直线







012
012

zyx
zyx

的直线

练习 4.4：求通过两平行直线
3 2

3 2
x y z 

 


和
3 4 1

3 2
x y z 

  


的平面方程

练习 4.5：求出曲线 2 3, ,x t y t z t   上的点，使在该点的切线平行于平面 2 4x y z  

练习 4.6：求曲面 22 42z yx  在点 )6,1,1( 处的切平面及法线方程

s
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直角坐标下计算二重积分步骤：

1）画出区域 D 的图形

2）写出 x， y的范围（重点） 3）代入计算（注意：被积函数保留至第三步计算）

x：常数常数（ 右左 xx  ）

y：函数函数（ 上下 yy  ）

y：常数常数（ 上下 yy  ）

x：函数函数（ 右左 xx  ）

x y左

课时五 二重积分

一、直角坐标系下的计算

记作：  
D

dyxf ,

题 1：计算 
D

xydxdy，其中D的 1y ， 2x ， xy  围成.

考点 重要程度 分值 常见题型

1.直角坐标下计算
必考 10 ~ 15 大 题

2.极坐标下计算

 yxf , 被积函数 dxdyd  面积元系 D为积分区域

1.画出区域D图形 2.写范围

x型

21: x

xy 1:

y型

:1 2y 

: 2x y

3.代入计算

2 2 2

1 1 1
1

2 3

1

1
2

1 1 9
2 2 8

D
x

x

xydxdy

dx xydy xy dx

x x dx

     

    
 



  



注：二重积分中，被积函

数必须保留至第三步计算

x
型

y
型

( )
( , ) ( , )

x y f x

x y f x
D

f x y dxdy dx f x y dy



  

右 上

下左 （ ）

( )
( , ) ( , )

y x f y

y x f y
D

f x y dxdy dy f x y dx



  

右上

下 左 （ ）

x

y

1 2

2x 右

2
2 2 2 2

1 1

2 3

1

1
2

1 92
2 8

D

y
y

xydxdy

dy xydx yx dy

y y dy

     

    
 



  



y

x

1

2

=1y下

y x上
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2 2

2 2
( , ) ( , )

R R x

R R x
D

f x y dxdy dx f x y dy


  
  

题 2.写区域范围专项练习：计算  
D

dyxf ,

(1) D为 xy 2 ， 2 xy 围成

(2) D为 2 2 2x y R  围成

2 2

2 2
( , ) ( , )

R R y

R R y
D

f x y dxdy dy f x y dx


  
  

2

2 2

1
( , ) ( , )

y

y
D

f x y dxdy dy f x y dx



  

y型：

2 2 2 2

:

:

y R R

x R y R y

 

   

x型：

2 2 2 2

:

:

x R R

y R x R x

 

   

y型：

2

: 1 2
: 2
y
x y y

 

 

x型：

1D ：
: 0 1

:

x

y x x




 

2D :
:1 4

: 2

x

y x x




 

2 2x R y  

2x y 

R

2 2y R x  

2 2x R y 

(1, 1)

(4, 2)

2x y

R

2 2y R x 

R

R

1 2

1 4

0 1 2

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

D

D D

x x

x x

f x y dxdy

f x y dxdy f x y dxdy

dx f x y dy dx f x y dy
 

 

 



 

   

1D

(1, 1)

(4, 2)
y x

2D

y x 

2y x 
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补充知识点：极坐标




题 3：计算
2

2 2

cosx( 2)
D

xy dxdy
x y




 ，其中D的 2 2 1x y  围成.

解：
2

2 2

cosx( 2)
D

xy dxdy
x y






2

2 2

cosx 2
D D

xy dxdy dxdy
x y

 


 

2
D

dxdy  2
D

dxdy 
22 1 2    

1) 若被积函数关于 x为奇函数，且积分区域 D关于 y轴对称，则积分为 0

2) 若被积函数关于 y为奇函数，且积分区域 D 关于 x轴对称，则积分为 0

3) 若被积函数 (x, y) 1f  ，则
D

dxdy A （区域 D的面积）

题 4：
3 1

1 0
( , )

x
dx f x y dy



  交换积分次序

1：根据范围，画出区域 2：把范围写成 y型

:1 3
: 0 1

x
y x


 


1, 3
0, 1

x x
y y x
 
  

3：代入原式

3 1 2 3

1 0 0 1
( , ) ( , )

x

y
dx f x y dy dy f x y dx




   

二.极坐标下的二重积分（大题中必考）

2.什么是极坐标

用 和  表示的函

数

  是原点到函数上

点的长度

 是和 x轴夹角

1.直角坐标转化极坐标

方法：令










sin
cos

y
x

例 422  yx  4sincos 2222  

得 2 （极坐标）

1 3

即把原来 x型转化成 y型，

或者把原来 y型转化成 x型。

此处的
2

2 2

cosxxy
x y

关于 x为奇函数

积分区域 D 为圆，关于 y轴对称

故
2

2 2

cosx 0
D

xy dxdy
x y






: 0 2
: 1 3
y
x y


 
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题 2.求 dxdyyx
D
  22 D为 122  yx 和 422  yx 围成的第一象限的部分.

解：①画出区域 D ②写出和  范围 ③代入公式计算

极坐标求二重积分方法：

画出区域 D

写出 和  范围:

 : 21   （常数）

 ：     21  （函数）

代入公式

 

 
 

 2 2

1 1

,

cos , sin

D

f x y dxdy

d f d
  

  
      



 

先按直角坐标画出区域

任意角对应的  长度

1)  必须从原点出发

2) 范围：从一个边界到另一个边界

 的角度的范围要覆盖区域 D,且只覆盖区域 D

注：将所有的 x和 y替换
注：不要忘了  因子

题 1：求 dxdyyx
D
  22 其中D为 422  yx

解：①画出区域 D ②写出和  范围




422  yx  20: 
（覆盖整个圆区域）

20: 

（任意角度，画出  ）

③利用公式带入计算

2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

2
2 2 22 3

0 0 0
0

cos sin

1
3

1 162 8
3 3

D

x y dxdy

d d

d d d



 

      

    





 

     

   



 

  

11 

22 

6
7

sincos

2

1

22
0

2

1

22222
0

22




















dd

dd

dxdyyx
D











21
2

0

：

：




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题 3.求 dxdyyx
D
  22 D为   11 22  yx 围成的区域.

解：①画出区域 D ②写出和  范围 ③代入公式计算

微信扫一扫

习题答案

练习 5.1：计算二重积分   dx
D
 1 区域D由 2xy  和 xy  所围成的第一象限部分.

练习 5.2： 交换积分次序  
2

0

2

2
),(

 

 

 

 

y

y
dxyxfdy

练习 5.3：计算二重积分
1 1

0

sin
y

xdy dx
x 

练习 5.4：求
2 2x y

D

e dxdy D 为 2 2 2x y a  围成的区域。

练习 5.5：求 dxdyyx
D
  22 D 为 2 2( 1) 1x y   围成的区域。















cos20
22

：

：

 20:  （错）因为覆盖了 0x 区域

 边界函数有两种方法：

①










sin
cos

y
x

代入圆方程（适用性很强）

②利用圆的内接直角三角形，
2

cos   9
32

cos
3
8

0
cos2

3
1

2

2

3

2

2

3

cos2

0
2

2

22














































d

d

dd

dxdyyx
D




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 1 1 2 2

0 0

12
12

x
dx x x xy y y dy


      

课时六 三重积分

一、直角坐标下计算方法

记作： dvzyxf


),,( ，

题型 1：计算 dvyx


 )( ，其中为平面， 0, 0, 0x y z   1 zyx 在第一象限部分。

1） 画出立体图，确定 z的范围

2）投影到 xoy面，确定 x和 y的范围

3）代入计算

dvyx


 )( dzyxdydx
yxx





1

0

1

0

1

0
)(

 
1 1 1

00 0

x x ydx x y z dy
      

考点 重要程度 分值 常见题型

1.直角坐标下计算
必考 10 ~ 15 大 题

2.柱坐标下计算

★常用函数图形（很常用，必须记住，而且要会画）

2 2 2 2x y z R   2 2 2z R x y   2 2z x y  2 2z x y 

),,( zyxf 是被积函数，为积分区域， dxdydzdv 

: 0 1
: 0 1
x
y x


  

1

1

1y x  

直角坐标下计算三重积分套路

1) 画立体图

确定 z的范围（ z z下面 上面 ）

2) 投影图

确定区域 D 的范围（同二重积分）

3) 代入计算

( , , )f x y z dv




2 2

1 1

2

1

( , )

( , )

( )

( )
( , , )

z zx y f x

x y

x y

z yf x z x
f xdx dy dzy z







 

口诀：面→面，点→点，线→线

被积函数保留至第三步计算

=0z下面
: 0 1z x y  

1z x y  上面
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求投影区域的方法：消去 z

2 2
2 2 4

4
z x y

x y
z

  
  



二、柱面坐标系下计算三重积分（很重要，一定要学会）

题型 1：计算 


.zdxdydz 其中是由曲面
22 yxz  与曲面 4z 围成.

1）画出立体图，确定 z的范围 2）投影到 xoy面，确定 和  的范围

3）代入公式求解

zdxdydz



2

2 2 4

0 0
d d zdz




     

2

2 2 2 4

0 0

1 64[ ]
2 3

d z d



     

柱坐标下计算三重积分套路：

1）画立体图

确定 z的范围（ z z下面 上面 ）

2）投影图确定区域 D

和  的范围

3）代入计算

( , , )f x y z dv




2 2

1 1

( ) ( cos , sin )

( ) ( cos , sin )
( cos , sin , ) .

z

z
d d f z dz

      

      
        

上

下

二重积分的极坐标

2 2z x y 下面

4z 上面

2 2

2

:
4

4

z
x y


 



范围
: 0 2
: 0 2

 





所有的 x 和 y 替换
cos
sin

x
y

 
 


 
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题型 2.计算 


zdxdydz .其中是由 2 22z x y   及 22 yxz  围成

解：1）画出立体图，确定 z的范围 2）投影到 xoy面，确定和  的范围

3）代入公式

原式
2

2

2 1 2

0 0
zdxdydz d d zdz

 


  





    

 1 2 4

0

1 72 2
2 12

d        

题型 3.设是由抛物面 22 yxz  与平面 1z 所围成的立体.求的体积

解：

2

2 1 1

0 0

1 2 2 4

0

11 12 (1 ) 2
02 4 2

V dv d d dz

d




  

      



 

      
 

   



z的范围：

2 2 2 22x y x y   

2 2: 2z   

补充知识点：若被积函数 ( , , ) 1f x y z  ，则 dxdydz V


 （的体积）

熟练之后

解题步骤的文字可以不用写

2 2z x y 
下面

练习 6.1：计算三重积分 


xdxdydz，其中为三个坐标面与 2
3
zx y   围成。

练习 6.2：计算三重积分 2z dV

 ，其中是由 2 2z x y  及 2z  围成

练习 6.3：计算 


 dVyx )2( 2 ，其中是由平面 4z 及曲面 22 yxz  所围成的区域

: 0 2
: 0 1

 





2 2 1x y 
2 22z x y  上面

12  z : 0 2
: 0 1

 




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课时七 第一类曲线积分

一、第一类曲线积记作  dsyxfL , .

①画图.

确定 L的函数

确定积分区间 ( , )a b
②计算 ds ③代入公式，计算 ( , )

L
f x y ds .

 
1 2:

L y f x
x x x

 




：
 dxxyds 21     2

1

2, 1
x

x
f x f x y x dx    )( 21 xx 

 
1 2:

L x f y
y y y

 




：
 dyyxds 21     2

1

2, 1
y

y
f f y y x y dy    )( 21 yy 

 
 

21: ttt
tyy
txx

L









：
   dttytxds 22         2

1

2 2,
t

t
f x t y t x t y t dt     )( 21 tt 

题型 1. dsyx
L  )( 其中 L为连接 )0,1(A 与 )1,0(B 两点的线段。

①画图，确定 L和 ( , )a b ②计算 ds

③代入公式计算

1

0
( ) [ ( 1)] 2 2

L
x y ds x x dx      

考点 重要程度 分值 常见题型

1.第一类曲线积分 ★★★★ 8~3 选择填空或大题

2.第二类曲线积分 ★★★★★ 10~6
大题

3.格林公式 ★★★★★ 10~6

注 1：积分区间（下限小于上限），不论起点和终点

1

1

y

O
A

B

x

: 1

: 0 1

L y x

x

  




1y  

2 21 ( 1)

2

ds dx

dx

  



注 2：

被积函数利用 L 的函数进行替换，

把所有变量变成统一

区分：

1.二、三重积分的被积函数不能动

2.曲线积分的被积函数一定化成统一

（因为曲线积分，所有点都在 L 的函数

上，但是二、三重积分的点是在区域内）
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 1 2

0

11 4 5 5 1
12

y y dy   

题型 2.
L
xds 其中 L为抛物线 2x y 所从  0,0 到  1,1 的一段弧

①画图，确定 L和 ( , )a b ②计算 ds ③代入公式计算

题型 3：设 L为椭圆
2 2

1
4 3
x y

  的周长，则求 dsyx
L  )43( 22

解：
2 2

2 212 ( ) 12 1 3 4 12
4 3
x y x y      

2 2(3 4 ) 12 12
L L
x y ds ds L   

题型 4：设 L为 2 2 1x y  的周长，则求 ( )
L
x y ds

解： ( ) 0
L L L
x y ds xds yds     

练习 7.1：计算 dse
L

yx  22

.其中 L为 222 ayx  . xy  及 x轴在第一象限内所围成边界

练习 7.2:设 L 为 2 2 1x y  下半圆圆周，求 dsyx
L  )( 22

练习 7.3：设平面曲线
2 2

: 1
9 16
x yL   ，则 2(4 3 ) ________________

L

x y ds  （设曲线长为 )a

若被积函数 ( , ) 1f x y  ，
L
ds L （积分弧段的长度）

2:L x y

y : 0 1

1. 若被积函数 ( , )f x y 关于 x为奇函数，积分曲线 L关于 y轴对称，则 ( , ) 0
L
f x y ds 

2.若被积函数 ( , )f x y 关于 y为奇函数，积分曲线 L关于 x轴对称，则 ( , ) 0
L
f x y ds 

1 2 2

0
1 (2 )

L
xds y y dy  : 2L x y 

21 (2 )ds y dy 

 1,1
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 [ ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( )] ( )
t

t
P x t x t x t Q x t y t y t dt   

终

起

课时八 第二类曲线积分

二、第二类曲线积分，记作 ( , ) Q( , )
L
P x y dx x y dy

①画图

确定 L 的函数

确定起点和终点
②将所有变量化为统一，计算 (x, y)dx Q(x, y)dy

L
P 

: ( )
:
L y f x
x x x


  起 终

将所有 y换成 x（ ( ),dy ( )dy f x f x x  ）

: ( )
:

L x f y
y y y


  起 终

将所有 x换成 y（ '( ),d ( )dx f y x f y y  ）

(t)
: (t)

t : t

x x
L y y

t


 
  起 终

将所有 x,y 换成 t（ ( ), ( ) ..... ( ), ( )x x t dx x t dt y y t dy y t dt     ）

题型 1：计算 ( ) ( )
L
x y dx x y dy   其中 L从 (0,0) 沿 2y x 到 (1,1)

解：①画图，确定 L和 ( , )a b

②统一变量，代入公式计算

考点 重要程度 分值 常见题型

1.第一类曲线积分 ★★★★ 8~3 选择填空或大题

2.第二类曲线积分 ★★★★★ 10~6
大题

3.格林公式 ★★★★★ 10~6

注 1：只论起点和终点，不论大小

注 2：变量代换 2y x 2dy xdx

    = , ( ) , ( ) ( )
x

x
P x f x Q x f x f x dx 终

起

   

 

1 2 2

0

1 2 3

0

2

42
3

x x x x x dx

x x x dx

     

   





   
L
x y dx x y dy  

 [ ( ), ] ( ) [ ( ), ]
y

y
P f y y f y Q f y y dy  

终

起

2:
: 0 1
L y x
x

 




(2, 4)
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A

B

1 12 4

1 1

42 2
5L

xydx y y ydy y dy
 

     

2:
: 1 1

L x y
y

 


 

题型 2.计算
L
xydx ，其中 L是抛物线 xy 2 上从 (1, 1)A  到 (1,1)B 上的一段弧

解：①画图，确定 L和 ( , )a b

②统一变量，代入公式计算

注：没有 ( , )Q x y dy项，默认为 0，不用管

练习 8.1：计算 2( )
L
x y dy ,其中 L是抛物线 2y x 上从点 (0,0) 到点 (2, 4)的一段弧；

练习 8.2：计算 ( ) ( )
L
x y dx y x dy   ，其中 L 是抛物线 2y x 上从点（1,1）到点（4,2）

的一段弧
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课时九 格林公式

 格林公式（可以看做第二类曲线积分的简便算法）

题型 1：常规型

例：计算曲线积分    dyxxdxyxy
L

422 2  ，其中 L为 222 Ryx  .L 为逆时针

解： L为封闭圆周曲线，故运用格林公式

题型 2：缺线补线型

例：计算    dyyedxyye x

L

x 2cos2sin  .其中 L为逆时针上半圆周   222 ayax  . 0y .

解：半圆周不是封闭曲线，补齐有向线段 1L ，构成封闭曲线。

若积分弧段 L 为 封闭 的曲线

L
D

Q PPdx Qdy dxdy
x y

  
      
 

1) D是 L围成的区域

2) 格林公式是把第二类曲线积分

转化成了二重积分计算其结果

3) 注意 P和Q对应的位置

注：如图，人沿 L方向走，D
左手边，为正，反之则为负

L

D

Pdx Qdy

Q P dxdy
x y



  
     





★为负的情况一般不考

2 2 2x y R 

1L

D

L

yxyp 22 

   22 2 4
L

D

Q Pxy y dx x x dy dxdy
x y

  
       

 

sin 2

cos 2

x

x

P e y y
P e y
y

 


 


xxQ 42 

    22 4 2 2 2 2 2
D D

x x dxdy dxdy A R            

42 

 x
x
Q

22 

 x
y
P

cos 2,

cos

x

x

Q e y
Q e y
x

 




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由格林公式得

1

2 21(e siny 2 y) (e cos 2) ( ) 2 2
2

x x

L L
D D

Q Pdx y dy dxdy dxdy a a
x y

 


 
        

   

题型 3：积分与路径无关型:（若
Q P
x y

 


 
,则

L
Pdx Qdy 与积分路径无关，只与起点和终点有关）

例：设 L 为圆周 24y x x  从（0,0）到（2,2）的一段弧，求 2(x y) (x siny)dy
L

dx   ，

（解析：若按照第二类曲线积分公式计算，由于被积函数和积分弧段函数复杂，太麻烦）

解：

取O A B  路径

在OA上积分
0

:
: 0 2
y

OA
x


 

22 2

0

8(x y)dx (x siny)dy
3OA

x dx      

在 AB上积分
2

: 0 2
: x
y

AB 
 

22

0
( ) ( siny)dy (2 siny)dy cos 2 5

AB
x y dx x         

则
8 7= + + cos 2 5 cos2
3 3AB OA AB

     

然后计算在 1L 上的计算积分值

1 : 0
: 0 2
L y
x a





代入    

1

sin 2 cos 2 0x x

L
e y y dx e y dy   

1 1

2 20
L L L L

a a 


       

代入 0y  ，被积函数为 0

代入 0y  为常数，故 0dy  ，含 dy的项为 0

A

B
2p x y  (x siny)Q   

1Q p
x y

 
  

 

故积分与路径无关

练习 9.1:计算 2 2(2 ) ( )
L
xy x dx x y dy   ，其中 L由 2 2y x x y 和 围成逆时针方向

练习 9.2：计算 2 2( ) ( sin )
L
x y dx x y dy   ，其中 L沿 22y x x  由 (0,0) 到 )0,2( 的弧段

练习 9.3：计算 2 3 2 2(6 ) (6 x y 3xy )dy
L
xy y dx   ，其中 L 为 (1, 2)到 (3, 4) 的直线
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课时十 第一类曲面积分

1.第一类曲面积分，记作：  


dszyxf ,,

题型 1. 


zds .其中为 2 2z x y  上对应 10  z 的部分

解：

2) 计算

22 yx
xzx



22 yx

yz y




2 2

2 2

2 2 2 2

1

1 2

x yds z z dxdy

x y dxdy dxdy
x y x y

  

   
      
       

3) 画出投影图

4) 将 2 2z x y  和 2ds dxdy 代入公式计算

2 12 2

0 0

2 22 2
3

xyD

zds x y dxdy d d
    



       

考点 重要程度 分值 常见题型

1.第一类曲面积分 ★★★ 8~3 选择填空或大题

2.第二类曲面积分 ★★★ 6 ~ 15 大题
3.高斯公式 ★★★★★

第一类曲面积分解题步骤：

1) 确定积分曲面：  ,z z x y

2) 计算 2 21 x yds z z dxdy  

3) 将投影，确定区域 xyD

4) 代入
 ,

1 x y

z z x y

ds z z dxdy

 


  
，

 

  2 2

, ,

, , , 1
xy

x y
D

f x y z ds

f x y z x y z z dxdy




   





2 2 1x y  投影区域 xyD ：
: 0 2
: 0 1

 



 

1) 积分面函数

Σ： 2 2z x y 

d s
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题型 2.设：  02222  zazyx 则求  2 2 2x y z ds


 

解：

若被积函数 ( , , ) 1f x y z  ，则 ds A


 （积分曲面的面积）

练习 10.1.计算  2 2x y ds


 其中为锥面 2 2z x y  介于 z=0 和 z=1 的部分

练习 10.2.计算 2x ds

 其中为球面 2 2 2 2x y z a  

  02222  zazyx

 2 2 2 2

2 2 2 41 4 2
2

x y z ds a ds

a A a a a 

 

   

     

 
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课时十一 第二类曲面积分

第二类曲面积分（一般不会单独考，在高斯公式中涉及）

记作：      , , , , , ,P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy


 

题 1：计算曲面积分 zdxdy

 ，其中是球面 1222  zyx 上侧在 0,0,0  zyx 部分

解：

3) 代入计算

要在积分曲面上对以上三部分分别计算，三部分解题思路和步骤是一样的，因为过程太

过麻烦，所以基本不考，即使考到，也考其中一部分，

解题思路

例： ( , , )R x y z dxdy

 （最常考的一部分）

1）确认积分曲面 ),( yxzz ：

2）投影，将 xoy 面，确定 xyD

3）代入公式计算

 , ,R x y z d x d y



 , , ,
xyD

R x y z x y dxdy   
（若沿Σ的上、前、右方积分，为正

反之则要加一个负号）

口诀：计算哪部分，投影到哪个面

1) 积分曲面

Σ： 2 21z x y  

2) 投影，确定 xyD

: 0
2

: 0 1





 

 

2 2

1 22
0 0

1

1
6

xyD

zdxdy x y dxdy

d d
    



  

  

 

 
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题 2：计算曲面积分 zdxdy

 ，其中是沿曲面

2 2 1
4

x y
z

  



上侧

3）代入计算

24 4 1 4
D

zdxdy dxdy  


     

2）将曲面投影到 xoy 面，确定 xyD

1）积分曲面： 4z 
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若积分曲面为 封闭曲面 的 外侧

Pdydz Qdzdx Rdxdy

P Q R dxdydz
x y z





 

   
      





课时十二 高斯公式

 高斯公式（可以看做第二类曲面积分的简单算法，非常常考）

题型一：常规性

例：计算 zdxdyydzdxdydzx 


，其中是 2222 azyx  的外侧

解：积分曲面为封闭的，故可以使用用高斯公式

P x Q y R z

1P
x





1Q

y





1R
z






则  1 1 1xdydz ydzdx zdxdy dxdydz
 

     

3 343 3 3 4
3

dxdydz V R R 


    

题型二：缺面补面型

例：设 是锥面 2 2z x y  被平面 0z 和 1z 所截得部分的下侧，利用高斯公式计算曲

面积分  dxdyzzydzdxdzdyx 22 


1) 是封闭曲面围成的空间区域

2) 高斯公式是把第二类曲面积分转化成了三

重积分计算其结果

3) 注意 P、Q、 R对应的位置

4) 沿曲面外侧为正，内侧为负（一般都是外侧）

一定注意 P、Q和 R的位置，

以及分别对哪个变量求偏导

球的体积公式： 34
3

V R

解：补齐 1 面，则对闭曲面利用高斯公式

xP  yQ  zzR 22 

1


x
P 1Q

y





2 2R z
z


 



 
1

1: z


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利用高斯公式，先求在整个曲面
1

  上积分结果

 
1

2 2 (1 1 2 2) 2xdzdy ydzdx z z dxdy z dxdydz zdxdydz
  

         

2 1 1 2 1 2

0 0 0 0

1
2

2
d d zdz d z d

 



     


      

求在
1 上的积分结果

对于 1 ： 1z  代入原式（ 0dz  ，下式中带有 dz 的项全为 0）

 
1 1 1

2 2 (1 2)xdzdy ydzdx z z dxdy dxdy dxdy
  

        

将 1 投影到 xoy面上 根据第二类曲面积分公式计算：

用
1 1

( )   

1 1

3
2 2
 

  

      

练习 12.1:计算曲面积分 3 2 22 3x dydz xz dzdx y zdxdy


  .其中为  2 2 0 1z x y z    取

下侧.

练习 12.2：计算      dxdyzxdzdxyzdydzxy 


222 ，其中是抛物面 222 yxz  位

于 0z 部分的上侧。

2 2 1x y 

1 xyD

dxdy dxdy 


     
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3）性质（常在选择题中考）




1n
nU 



1n
nV  






1n

nn VU

收 收 收

收 发 发

发 发 不确定

课时十三 常数项级数

知识点 重要程度 分值 题型

1.概念 ★ 略 不单独出题

2.审敛法 ★★★★★ 基础（必考） 基础知识

3.交错级数 ★★★ 0 ~ 3 选择、填空、大题

4.绝对条件收敛 ★★★ 0-6

1.1 认识级数

记作：
1

n
n
u




 展开式 1 2 3

1
n n

n
u u u u u





      

例 1：











1 2
1

n

n

 
2

1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 11
2 2 111 21

2

n n

n

n

n

S n




             
     

    
        

 



  1
2
11limlim 









n

nn
nS

有极限，故级数

n

n












1 2
1

收敛

1.2 无穷级数的性质

1）若级数
1

n
n
u




 收敛，则 lim 0nn

u




2） 









11 n

n
n

n UkkU

令   





1n

nuns . 若 nn
s


lim 有极限，则级数收敛。反之，级数发散

例 2：


1
1

n

  nnS
n






11111
1

  

nnS

nn
limlim

无极限，故级数


1

1
n

发散
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1.3．两个常用的参照级数

1) 几何级数


0n

naq （也就是等比数列）

2) 调和级数
1

1
n n




 是发散。扩展：

2．审敛法（判别级数收敛与否的方法）

题型 1.判断正项级数
2

2
1

2
n

n
n n



  敛散性

解：
2

2

2
n

nu
n n




2

2

2 2lim lim lim 2
1

01nn n n

nu
n n

n
  

  





故级数发散

题型 2.判断正项级数 2
1

3n

n n




 的敛散性

解： 2

3n
nu n


 

1 2
1

2
3lim lim

31

n
n

nn n
n

u n
u n




 
 

  

2

2lim3 3 1
1n

n
n

  


所以级数发散

题型 3.判断正项级数
1

( )
2 1

n

n

n
n



  的敛散性

解： ( )
2 1

n
n

nu
n


  

1lim lim 1
2 1 2

n
nn n

nu
n 

  


故级数收敛

若 1q  ，则级数


0n

naq 收敛

若 1q  ，则级数


0n

naq 发散

以上两种参照级数，经常用到，可以作为结论，直接使用

必要条件：

1
n

n
u




 若收敛，则 lim 0nn

u


 ；

若 lim 0nn
u


 则级数发散

1

1     
lim 1     

=1      

n

n
n

u
u


 








 



收敛

发散

不确定

1
lim 1

1

n
nn
u


 





 
 

 收敛

 发散

  不确定

1

1,1
1p

n

p
n p











则级数收敛

，则级数发散




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题型 4..判断正项级数
1

1ln(1 )
n n





 的敛散性

解： n时，
1 1ln(1 ) ~
n n

 （等价无穷小）

故
1

1ln(1 )
n n





 和
1

1
n n




 有相同的敛散性

1

1
n n




 是调和级数，发散 故

1

1ln(1 )
n n





 也是发散的

3．交错级数

记作：    0 1 2
0

1 1n n
n n

n

u u u u u




            （正负项交错）

例：判断  





1

1 11
n

n

n
敛散性

解：
n

un
1



则 01lim 
 nn

且 nn u
nn

u 



1

1
1

1

故交错级数是收敛的

4．绝对收敛和条件收敛

1) 若


1n
nu 收敛，则



1n
nu 也收敛 绝对收敛

2) 若


1n
nu 发散，而



1n
nu 收敛 条件收敛

例：  





1

1 11
n

n

n

解:   








 
11

1 111
nn

n

nn
发散

注意：一般项 nu 不包括（-1）项

如果可以用等价无穷小替换

则他们有相同的敛散性

交错级数判定方法：

1

lim 0nn

n n

u

u u




 
 

收敛
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而  





1

1 11
n

n

n
为交错级数。满足

1lim 0

1 1
1

n n

n n



  
 
 

收敛，故级数为条件收敛

练习 13.1：判断下列正项级数敛散性

1）






1 2
1

n
n

n
2）



1

!2
n

n

n

n
n

3） n
n

n

3
sin2

1






练习 13.2：判断级数  









1

1

ln
11

n

n

nn
敛散性
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课时十四 幂级数

知识点 重要程度 分值 题型

1.收敛半径、收敛域 ★★★★★
6 ~ 10

基础知识

2.和函数 ★★★★★ 选择

填空

大题3.幂级数展开 ★★★★★ 0 ~ 8

记作


1n

n
nxa 展开式 2

0 1 2
n

na a x a x a x      （含 x项.且敛散性随 x的取值不同而不同）

1.收敛半径，收敛区间，收敛域

若 1lim n

n
n

a
a






题型 1：求   1

1

1
n

n

n

x
n






 的收敛半径和收敛域

解：
 
n

a
n

n

11 
 则

1lim lim 1
1

n

n n
n

a n
a n

 

 
  



则收敛半径为
1 1R


  收敛区间： ( 1,1)x 

当 1x 时，级数   1

1

11 n

n n






 为交错级数，满足

1lim 0

1 1
1

x n

n n



 

 
 

，故收敛。

当 1x 时，级数  2 1

1 1

1 11 n

n nn n

 


 

    发散的，则收敛域  1,1x 

收敛半径 R

1

0







 




0 

0 

  

收敛区间

( , )x R R 

( , )x  

0x 

收敛域

验证： x R 

( , )x  

0x 
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题型 2：求
 







1 2
2

n
n

nx
的收敛域

解： nna 2
1

 1
1

2 1lim lim
2 2

n
n

nn n
n

a
a

 
 

  

则收敛半径
1 2R


  ，收敛区间 2 ( 2,2) (0,4)x x    

当 0x  时，级数
1
( 1)n

n





 是发散的

当 4x  时，级数
1

1
n




 是发散的，则收敛域为 (0, 4)x

题型 3：求 n

n
n xn 2

0 2
12






的收敛半径R

解：
2 1

2n n

na 
 1

1

2 1 2 1lim lim
2 2 1 2

n
n

nn n
n

a n
a n

 
 


  




则收敛半径
1 2R


  ，收敛区间 ( 2, 2)x 

当 2x   时，级数
1
2 1

n
n





 是发散的

当 2x  时，级数
1

2 1
n

n




 是发散的，则收敛域为 ( 2, 2)x 

2. 和函数，记作：   





0n

n
nxaxS （对幂级数求和）

注意：把 ( 2)x  当作整体

kn lx 
型

这种类型下，忽略 l，

收敛半径
1
k

R




性质 1：可导并逐项可导     













0

1

0 n

n
n

n

n
n nxaxaxS

性质 2：可积并逐项可积   1

00 1
1 







 
  n

n
n

n

n

n x
n

adxxaxS

练习 14.1：求
1

2( 1)
n

n n

n

x
n





 收敛域 练习 14.2：






1

1212
n

nn xn
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 麦克劳林公式,最常考
1

1 x

1
1 x

2

0

1n n

n
x x x x





     11  x

x1
1     nn

n

nn xxxx 111- 2

0






 11  x

)1ln( x    
1

1
32

-
1

1-
132

0

1












 n
xxxx

n
x n

n

n

n
n  11  x

xe
2

0

1 1
! 2! !

n
n

n

x xx x
n n





      x

xsin        !12
1

!5!3!12
1-

1253

0

12












 n
xxxx

n
x n

n

n

n
n   x

xcos        !2
1

2
-1

!2
1-

22

0

2

n
xx

n
x n

n

n

n
n 





  x

题型 1：求级数
1

1

n

n

nx





 的和函数

1）求收敛域：

1 1, lim lim 1n
n n n

n

a na n
a n

 

 


    ，

收敛半径 11



R ，收敛区间为  1,1-

当 1x 时，  


1

1-
n

nn发散，

1x 时，


1n
n发散，故收敛域为  1,1- 。

2）本题先积后导：

设   





1

1

n

nnxxS

幂级数
1

n
n

n
a x




 和函数 ( )s x 求法

1) 求出收敛域

2) 先积后导或者先导后积

3) 利用麦克劳林公式

一定注意要先求出收敛域

2

0

1 1
1

n n

n
x x x x

x





    
 

  1 2

0 0
1 1

1 1
1

x x n n n

n n

S x dx nx dx x x x x
x

 


 

      
  

   
 20

1 11
1 1

x
S x S x dx

x x

            
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题型 2：求






1

12

2n

n

n
x

的和函数

解：1）求收敛域

1
2na n

 1 2lim lim 1
2 2

n

n n
n

a n
a n

 

 
  



1 1R


   ，收敛区间为 )1,1( ，

当 1x 时，






1

12

2
)1(

n

n

n
发散，

当 1x 时，


1 2
1

n n
发散，则收敛域为 )1,1(

2）令
2 1 2

1 1

( )
2 2

n n

n n

x xs x x
n n

 

 

   ，两边同除以 x

得
2

1

( )
2

n

n

s x x
x n





 ，先导后积

  12 1 2 2 2

1 1 1

2 4 2
2

( )

(1 ( ) ) ( 1)
1

nn n

n n n

n

s x x x x x x
x

xx x x x x
x

    

  

      

      


  

 

积分得 2
20

( ) 1 ln(1 )
1 2
xs x x dx x

x x
   


可得 )1ln(

2
)( 2xxxs  ， )11(  x

注：为方便求导或者积分，进行相应调整

要把 2x 看做整体，对应麦克劳林公式

练习 14.3：求






1

1

1n

n

n
x

和函数

练习 14.4：求





1

1)1(
n

nxn 和函数

练习 14.5：求
0

2 1
2n

n

n



 的和

（提示：  
0 0

1 2 1( ) 2 1 ( )
2 2

n
n

n n

ns x n x s
 

 


     ）
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 1
( 1,1) ( 1,3)

2
x

x


    

 1
( 1,1) ( 2,4)

3
x

x


    

3.幂级数的展开（将函数变成级数）

例：  
23

1
2 


xx

xf 展开成  1x  的幂级数

解：

0

1 ( 1) 1 ( 1)
1

n n n n

n
x x x

x





      
   

 1
( 1,1) ( 2, 4)

3
x

x


    

练习 14.6：将 2

3( )
2

f x
x x


 

，展开成 2x  的幂级数

        

   

 

       

   

2

0 0

1 1
0 0

1 1
0

1 1 1 1 1 1
3 2 1 2 1 2 2 1 3 1

1 1 1 1
1 12 31 1

2 3

1 1 1 11 ( 1) ( )
2 2 3 3

1 11 1 1 1
2 3

1 11 1
2 3

n
n n n

n n

n n n n
n n

n n

n n
n n

n

f x
x x x x x x x x

x x

x x

x x

x

 

 

 

 
 



 


     
         

  
  

    
         

      
 

     

     
 

 

 

 ( 1,3)x 


