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课时一 极限、连续、间断点
考点 重要程度 分值 常见题型

1.函数 ★★ 3~0 选择、填空

2.极限

必 考 10~6 选择、填空、大题3.连续

4.间断点

1. 函数

题 1.求函数
3 1ln arcsin

2 5
x xy

x


 


的定义域

解：

0
2 4 0

3 1 31
5

x
x x
x

        


，即函数的定义域为
4 ,0
3

x     

题 2. 2(2 3)f x x  求 ( )f x

解：令 2 3t x  ，则
3

2
tx 



得 2 2 23 1 3 9 1 3 9( ) ( )       ( )
2 4 2 4 4 2 4
tf t t t f x x x

       

2. 极限 记作:
0

lim ( )
x x

f x A


 左极限
0

lim ( )
x x

f x A


 右极限
0

lim ( )
x x

f x A




题 1：设函数 ( )
x

f x
x

 ，当 0x 时求极限值

解：
0 0

lim lim 1
x x

x x
x x  


  

0 0
lim lim 1
x x

x x
x x  
 

左右极限存在但是不相等，故无极限

1) 0x x 表示 0x x

2) 0x x 表示 0 0,x x x x  

3) 极限存在的充要条件：
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

 （左右极限存在且相等）
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题 2.设函数
1( ) arctan

1
f x

x



，当 1x 时求极限值

解：
1 1

1lim arctan lim arctan( )
1 2x xx


  

   


1 1

1lim arctan lim arctan( )
1 2x xx


  

  


左右极限存在但是不相等，故无极限

题 3.设函数 2( )
x
xf x e  ，当 2x 时求极限值

解： 2

2 2
lim lim 0

x
x

x x
e e

 



 
 

2

2 2
lim lim

x
x

x x
e e

 



 
  

3. 连续
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 （极限值=函数值）

题 1.
2        1

( )
2    1  
x x

f x
x x

 
 

 
是否连续

解：分界点在 1x  处

左极限： 2

1 1
lim ( ) lim 1
x x

f x x
  

 

右极限：  
1 1

lim ( ) lim 2 1
x x

f x x
  

  

函数值： (1) 1f 

1
lim ( ) (1) 1
x

f x f


  函数连续

题 2.
9 3        0( )

                      0 

x xf x x
k x

  
 

 

在 0x  处连续，则 k等于多少

解：极限值：
0 0 0 0

9 3 ( 9 3)( 9 3) 1 1lim ( ) lim lim lim
6( 9 3) 9 3x x x x

x x xf x
x x x x   

     
   

   

函数值： (0)f k 根据极限值等于函数值，所以
1
6

k 

arctany x

2


2




左极限存在，右极限不存在

所以极限不存在
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题 3.确定 ,a b，使

2 1
( ) 0 1

0x

x x
f x ax b x

e x

 
   
 

在 ( , )  内连续。

解：在分界点为 0x  处

左极限：
0 0

lim ( ) lim 1x

x x
f x e

  
 

右极限：
0 0

lim ( ) lim
x x

f x ax b b
  

  

函数值： (0)f b 可得 1b 

联立
1

  0   1
1

b
a b

a b


    

3.间断点

第一类间断点

可去间断点
0 0

0lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
  

 

跳跃间断点
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  



第二类间断点
0

lim ( )
x x

f x


，
0

lim ( )
x x

f x


题 1.求函数
2

2

1( )
3 2

xf x
x x




 
的间断点，并判断其类型

解：
( 1)( 1)( )
( 1)( 2)
x xf x
x x
 


 

在点 1, 2x x  处无定义，故 1, 2x x  为间断点

在 1x  处

极限值：
1 1

1lim ( ) lim 2
2x x

xf x
x 


  



左右极限存在且相等，故点 1x  为可去间断点

在 2x  处

左极限：
2 2

1lim ( ) lim
2x x

xf x
x  


  



右极限：
2 2

1lim ( ) lim
2x x

xf x
x  


  



故为第二类间断点

在分界点为 1x  处

左极限：
1 1

lim ( ) lim
x x

f x ax b a b
  

   

右极限： 2

1 1
lim ( ) lim 1
x x

f x x
  

 

函数值： (1) 1f  可得 1a b 
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题 2.求函数

1
1          0( )

ln(1 )  0.5 0

xe xf x
x x


  
    

的间断点，并判断其类型

解：在 0x  处

左极限：
0 0

lim ( ) lim ln(1 ) 0
x x

f x x
  

  

右极限：
1

1

0 0

1lim ( ) lim x

x x
f x e

e 



 
 

左右极限都存在，但是不相等，故 0x  为跳跃间断点

0x  时  
1

1xf x e  定义域 1x  故在 1x  处也是间断点

左极限：
1

1

1 1
lim ( ) lim 0x

x x
f x e

 



 
 

右极限：
1

1

1 1
lim ( ) lim x

x x
f x e

 



 
  

故 1x  为第二类间断点
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课时一 练习题

1.
2

1 2 1arcsin
32
xy

x x


 


求  f x 的定义域；

2.设 (sin ) 1 cos
2
xf x  ，求 (cos )f x .

3.设  
sin ,

2
,

x x
f x

ax x






  
      

 

如果  lim
x

f x


存在，那么a为何值。

4.设  
 

1

1 0
0

sin 0

xax x
f x e x

ax x
bx


  


 

 


；  0,b 0a   问 a和b取何值时  f x 在 0x  处连续

5.设  

 ln 1
0

0

1 1 0

x
x

x
f x x x

x x x
x

 


 
    


问  f x 在 0x  处是否连续

6.设  

1 sin 2 0

0
1sin 2 0

x x
x

f x k x

x x
x

 


 

  


求常数 k的值，使函数  f x 在定义域内连续

7.求函数间断点，并判断其类型

 
1 1

1
3 1
x x

y
x x

 
   

    1

2 sin2 , 0
1 x

xf x x
xe

  


    23 , 2
2

xf x x
x


 


    1
1

14 , 1
1 x

f x x
e 

 


学完课时一和课时二，再做练习题
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课时二 求极限值
考点 重要程度 分值 常见题型

求

极

限

1.有理化、多项式

必 考 10 ~ 20
选择

填空

大题必考

3.重要极限公式

4.无穷小公式

4.洛必达法则

1. 有理化、多项式

题 1：求极限
0

lim
9 3x

x
x  

解：
 

0 0 0 0

9 3( 9 3)lim lim lim lim 9 3 6
9 3 ( 9 3)( 9 3)x x x x

x xx x x x
xx x x   

  
     

     

题 2：求极限例：
3 2

3 2

3 4 2lim
7 5 3x

x x
x x

 
 

解:
3 2 3

3 2

3

4 233 4 2 3lim lim 5 37 5 3 77
x x

x x x x
x x

x x
 

  
 

   

2. 重要极限公式

0

sinlim 1






sinlim 0








1

0

1lim(1 ) lim(1 ) e

 
    



题 1：求极限
0

sin 3lim
x

x
x

解：
0 0

sin 3 sin 3lim lim 3 3
3x x

x x
x x 

  

题 2：求极限
0

tan 2lim
x

x
x

解：
0 0 0 0 0

sin 2
tan 2 sin 2 1 sin 2 1 sin 2cos 2lim lim lim lim lim 2 2

cos 2 cos 2 cos 2 2x x x x x

x
x x x xx

x x x x x x x x    
       

题 3：求极限
1

0
lim(1 ) x
x

x




解：    
11 1(  ) ( 1) 1

0 0 0
lim(1 ) lim 1 ( ) lim 1 ( )

x
x x

x x x
x x x e   

  
       
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题 4：求极限 2

1 1lim(1 )n
n n n

 

解：

2
1

1lim
1

2 2 2

1 1 1 1lim(1 ) lim(1 ) lim (1 ) n

n
n nn

n n n n
n n n

n n e e
n n n n







  

  
        

  

3. 无穷小

1) 定义：以 0 为极限的函数称作无穷小

例： 0x 时， 2,   2 ,  tan 0x x x 称为 0x 时的无穷小

x时， 2 3

1 1 2,  ,  0
3 1x x x




称为 x时的无穷小

2) 无穷小比较 ,  为自变量某种趋向下的无穷小

① lim 0

 ，称  为 的高阶无穷小

②  lim 0k k

  ，称  为 的同阶无穷小

② lim 1

 ，称  为 的等阶无穷小

3) 等价无穷小替换公式:

0x 时（① 0x 才成立 ② x作为整体看待，不仅仅指 x）

① sin x x tan x x arctan x x arcsin x x  ln 1 x x  1xe x 

② (1 ) 1 ~ax ax  x
n

~xn 111  2

2
1~cos1 xx 21 cos ~

2
a ax x

题 1：求极限
0

tan 3lim
2x

x
x

解：
0 0

tan 3 3 3lim lim
2 2 2x x

x x
x x 

 

题 2：求极限
0

1 1lim
1 cosx

x
x

 


解：
0 0 2

1
1 1 2lim lim 111 cos ( )

2
x x

xx
x x

 

 
 


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题 3：求极限
0

tan sinlim 2arcsinx

x x

x x





错解： 2 20 0

tan sinlim lim 0
arcsinx x

x x x x
x x x x 

 
 

 
（×）

正解：

2

2 3 30 0 0

1
tan sin tan (1 cos ) 12lim lim lim

arcsin 2x x x

x xx x x x
x x x x  

 
  



题 4：求极限

2

0

coslim
ln(1 2 )

x

x

e x
x x


 

解：

2 2 2

20 0 0

cos cos ( 1) (1 cos )lim lim lim
ln(1 2 ) 2 2

x x x

x x x

e x e x e x
x x x x x  

    
 

  

2 2
2

2 2 2 20 0 0 0

1
( 1) (1 cos ) 1 1 32lim lim lim lim

2 2 2 2 2 4 4

x

x x x x

xe x x
x x x x   

 
      

题 5：当 0x 时， 1 1x  与 ax是等价无穷小，求 a

解：
0 0

1
1 1 2lim lim 1

x x

xx
ax ax 

 
  可求得

1
2

a 

4. 洛必达法则 若满足 0
0
， 


型，则

 
 

 
 

lim lim
f x f x
g x g x






①必须满足
0
0
，



型才可以使用，其他形式，不能直接使用

②若
 
 

lim
f x
g x



仍满足
0
0
，



型，可以连续使用洛必达法则

 
 

 
 

lim lim
f x f x
g x g x
 


 

③洛必达法则不是万能的，求极限的时候，首选无穷小替换，再用洛必达法则

题 1：求极限 30

sinlim
x

x x
x


（

0
0
型）可直接使用洛必达法则

解：

2

3 2 20 0 0

1
sin 1 cos 12lim lim lim

3 3 6x x x

xx x x
x x x  

 
  
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1

2

2

2

2

2

( )

( )

1(ln )

( ) ln

1(log )
ln

(sin ) cos

(cos ) sin

(tan ) sec

(cot ) csc

(sec ) sec tan

(csc ) csc cot

1(arcsin )
1

1(arccos )
1

1(arctan )
1

1(arccot )

u

x x

x x

a

x x

e e

x
x

a a a

x
x a

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x

x
x

x
x

x
x

x

   

 

 

 

 

 

  

 

  

 

  

 


  


 


   21 x

题 2：求极限
2

2

3lim
2x

x
x x




（


型）可直接使用洛必达法则

解：
2

2

3 2 2 1lim lim lim
2 4 1 4 2x x x

x x
x x x  


  

 

题 3：求极限
0

1 1lim( )
sinx x x

 （型）方法：通分

解：
0 0

1 1 sinlim( ) lim
sin sinx x

x x
x x x x 


  （通分后变成

0
0
）

20

sinlim
x

x x
x


 （先用一部无穷小代换）

0

cos 1lim
2x

x
x


 （使用洛必达法则，上下求导）

2

0

1
2lim 0
2x

x

x


  （再使用一步无穷小替换）

题 4：求极限
0

lim ln
x

x x


 （0 型）方法：取倒数

解：
0 0

lnlim ln lim 1x x

xx x

x
 

  （取倒数后变成


型）

2

0 0

2

1

lim lim 01x x

xx
x

x
 

   


题 5：求极限
1

ln
1

lim(2 ) x
x

x


 （1型）方法：取对数

解：令
1

ln
1

lim(2 ) x
x

y x


 

两边取对数
1 1

1 ln(2 )ln lim ln(2 ) lim
ln lnx x

xy x
x x 


   （

0
0
型）

1 1 1

1
ln(2 ) 2lim lim lim 11ln 2x x x

x xx
x x

x
  

      


ln 1y   1y e 故
1

1ln
1

lim(2 ) x
x

x e


 

ln lnAB A B
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题 6：求极限 2sin

0
lim x

x
x


（ 00 型）方法：取对数

解：令 2sin

0
lim x

x
y x




两边取对数
0

ln lim 2sin ln
x

y x x


 （0 型）

0

2lnlim 1
sin

x

x

x


 （取对数后变成


型）

2 2

0 0 0 0

2

2
2sin 2 2lim lim( ) lim( ) lim( ) 0cos cos cos cos

sin
x x x x

x x xx
x x x x x x
x

   
       



ln 0y  1y  故 2sin

0
lim 1x

x
x




题 7：求极限

1
ln(e 1)lim

x

x
x 


（ 0 型）方法：取对数

解：令

1
ln(e 1)lim

x

x
y x 




两边取对数
1 lnln lim ln lim

ln(e 1) ln(e 1)x xx x

xy x
 

 
 

（取对数后变成


型）

1
1 1lim lim lim lim 0

1
1

x x

x x x xx x x x

x

e ex
e xe e xe x
e

   


    

 


ln 0y  1y  故

1
ln(e 1)lim 1

x

x
x 




课时二 练习题

1)
2

21

2 1lim
1x

x x
x

 


2) 2

1 1lim 2
x x x

   
 

3)
2

2lim
2x

x
x




4)
21lim



 
 
 

x

x

x
x

5)
1

1lim
1

m

nx

x
x




（ ,m n为正整数且m n ） 6) 20

sinlim
( 1)xx

x x
x e




7)
0

coslim
sin tanx

x x x
x x




8)
1

lim 1x
x

x e


 
 

 
9)  

1

0
lim 1 2 x
x

x


 10)
 3

1
ln 1lim x

x
y x 



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课时三 导数
考点 重要程度 分值 常见题型

1.求导定义公式 ★★★★ 0 ~ 8 选择、填空

2.求导计算

1）复合函数求导

必 考 6 ~ 15 选择、填空、大题
2）微分

3）隐函数求导

4）参数方程求导

3.可导，可微，连续之间的关系 ★★★ 0 ~ 3 选择、填空

1.求导定义公式 （导数记作形式： y，  f x ，
dy
dx

）

求导定义公式：      0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x 

  
 


（这个式子有极限值就说明在这点可导）

左导数：      0 0
0

0
lim
x

f x x f x
f x

x
 

  
 



右导数：      0 0
0

0
lim
x

f x x f x
f x

x
 

  
 



函数在某点可导的充分必要条件：    0 0f x f x   （左导数等于右导数）

题 1：求函数    
sin            0
ln 1     0

x x
f x

x x
   

在 0x  的导数

解:左导数

       
0 0 0

0 0 sin ln 1 0 sin0 lim lim lim 1
x x x

f x f x xf
x x x  

     

          
  

右导数

           
0 0 0 0

0 0 ln 1 ln 1 0 ln 1
0 lim lim lim lim 1

x x x x

f x f x x xf
x x x x   

       

              
   

   0 0 1f f    所以在 0x  处导数  0 1f  

题 2：已知  2 1f   ，求函数
   

0

2 2
lim
h

f h f h
h

  

解：
( ) 2h h
h

 
 所以

     
0

2 2
lim 2 2 2
h

f h f h
f

h

  
  

若 0( )f x A  0 0
00

( ) ( )lim ( )
h

f x ah f x bh ah bh a bf x A
ch ch c

      
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x   

2

2

2

2

(sec ) sec tan

(csc ) csc cot

1(arcsin )
1

1(arccos )
1

1(arctan )
1

1(arccot )
1

x x x

x x x

x
x

x
x

x
x

x
x

 

  

 


  


 


  


2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
f x f x g x f x g x
g x g x

    
 

 

2.求导计算

题 1.设 lnxy e x ，求 y

解：    
x
exexexey
x

xxx 


 lnlnln

题 2.设 ln cos xy e ，求 dy

解：
1 sin tan

cos
x x x x

xy e e e e
e

        

tanx xdy e e dx 

题 3.设  2ln 1y x x   ，求 y

解：  
1

2 2
2

1 11 1 2
21

 
      

   
y x x

x x

2 2

1 1
1 1

 
   

   

x
x x x

2

2 2

1 1
1 1

 
 

  

x x
x x x 2

1
1


x

题 4.设  2siny f x ，求
dy
dx

解：    2 2sin sindy f x x
dx

   2 2sin cos 2f x x x    2 22 cos sinx x f x

题 5.设  y f x 由方程 1yy xe  确定，求
0x

dy


解：两边同时对 x求导，得

0y yy e xe y    解得
1

y

y

ey
xe

 


把 0x  代入原方程可得 1y 

所以
0

(0,1)1

y

y x

ey e dy edx
xe 

    


1

2

2

( )

( )

1(ln )

( ) ln

1(log )
ln

(sin ) cos

(cos ) sin

(tan ) sec

(cot ) csc

u

x x

x x

a

x x

e e

x
x

a a a

x
x a

x x

x x

x x

x x

   

 

 

 

 

 

  

 

  
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题 6.求曲线 ye xy e  在 0x  处的切线方程。

解：两边同时对 x求导，得

0ye y y x y      y

yy
e x

 


当 0x  时代入原方程 1y  则
1y
e

 

则切线方程为
11= ( 0)y x
e

  整理可得
1 1y x
e

 

题 7.设  sin21
x

y x  ，求 y

解：两边取对数得：  2ln sin ln 1y x x  

两边同时对 x求导得：  2
2

1 2cos ln 1 sin
1
xy x x x

y x
   



于是      sin2 2 2
2 2

2 2cos ln 1 sin 1 cos ln 1 sin
1 1

xx xy y x x x x x x x
x x

                  

题 8.设

2ln(1 )
arctan

x t
y t t

  


 
，求

dy
dx

，
2

2

d y
dx

解：
2 2

1 22
1 1

dx tt
dt t t

  
  2

11
1

dy
dt t

 


2

2

11
1
2 2

1

dy
dy tdt t

dx tdx
dt t


  



12
2

dy td d
dx
dt dt

   
   
    

2 2

22
1 2 1
2 1 4

dyd
d y dx t tdx

dt dt t tdx

 
     



3.可导，可微，连续之间的关系

(可导和可微可以认为是一样的，可导就是可微，可微就是可导)

参数方程求导方法：

①
dx
dt

②
dy
dt

③
dy
dx


②

①

④

dyd
dx
dt

 
 
 

⑤
2

2

d y
dx


④

①

可导（可微） 连续
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课时三 练习题

1. 求函数
2

( )
sin 2
x

f x
x


 


, 0
, 0
x
x



在 0x  的导数。

2. 设 0( ) 2f x  ，求 0 0
1 1lim[ ( ) ( )]

2n
f x f x n

n n
   。

3. 设函数
2

( )
x

f x
ax b


 


, 1
, 1
x
x



为了使函数 ( )f x 在 1x  处连续且可导， ,a b应取什么值。

4. 设 sin cosy x x  ，求 y。

5. 设 2ln(1 )y x  ，求 dy。

6. 设 (ln )y f x ，求
dy
dx

。

7. 设 ( )y f x 由方程 x yxy e  确定，求 dy。

8. 求曲线 2 yy xe  在 0x  处得切线方程。

9. 设 xy x ，求 y。

10. 设

2

2
1

tx

y t





  

，求
2

2,dy d y
dx dx

。
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课时四 单调性与凹凸性

考点 重要程度 分值 常见题型

1.单调性与极值点
★★★★ 3 ~ 8 选择、填空、大题

2.凹凸性与拐点

题 1：求函数 ln(1 )y x x   的单调性与极值。

解：定义域为 ( 1, )x  

1'=1
1+

y
x



由 ' 0y  可得单调增区间为 [0, )x 

由 ' 0y  可得单调减区间为 ( 1,0]x 

所以 0x  为极小值点 (0) 0f 

题 2：求函数 xy xe 的凹凸区间及拐点。

解：定义域为  ,x  

' (1 )xy e x  '' ( 2)xy e x 

由 '' 0y  可得凹区间为 [2, )x 

由 '' 0y  可得凸区间为 ( , 2]x 

" 0y  得 2x  ，且左右异号;

故拐点为 22,2e（ ）

1) 驻点一定是极值点（×） 例 3y x ， 2' 3 0y x  驻点为 (0,0)

2) 极值点一定是驻点（×） 极值点存在于两处：①驻点；②一阶导数不存在点

3) 可导函数极值点一定是驻点（√） 去掉了导数不存在的情况。

0x  不是极值点，因为在 0x  的左右两边 y不是异号

驻点：一阶导数为 0 的点
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题 3：证明：当 0x  时， ln(1 )
1
x x x
x
  


。

证明：令 ( ) ln(1 )f x x x  

11 0
1

f
x

   


故 ( )f x 在[0, ) 时单调增加，且 (0) 0f 

于是有 ( ) 0f x  ，即 ln(1 ) 0x x   得证 ln(1 )x x  ，

令g( ) ln(1 )
1
xx x
x

  


2

1 1g ( ) 0
1 (1 )

x
x x

   
 

故 ( )g x 在[0, ) 单调增加，且g(0) 0

故g( ) 0x  ，即 ln(1 ) 0
1
xx
x

  


得证 ln(1 )
1
xx
x

 


综合可得： ln(1 )
1
x x x
x
  



课时四 练习题

1.求函数   3 22 3f x x x  的单调性与极值

2.求 3 25 3 5y x x x    的凹凸区间及拐点

3.试证：当 0x  时，  1 1 cosxe x x   

① ( ) 0f x  的点一定是拐点（×） 要保证左右异号。

②拐点一定是 ( ) 0f x  的点。（×）

（ 拐点存在于两处① ( ) 0f x  的点；②二阶导数不存在点）

③二阶导数存在的函数，拐点一定是 ( ) 0f x  （√） 去掉了二阶导数不存在的情况。
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课时五 不定积分
考点 重要程度 分值 常见题型

1.直接积分 ★★★★ 3~0 选择、填空

5.凑微分

必 考
10~6 选择、填空、大题

3.换元法

4.分部积分法

5.有理化积分 ★★★

不定积分公式表：

1.   kdx kx C

2.（1）
1

1

a
a xx dx C

a



 
 （ 1a   ) （2） ln | |dx x C

x
 

3.（1）
ln

x
x aa dx C

a
  （2） x xe dx e C 

4.（1） sin cosxdx x C   （2） cos sinxdx x C 
（3） tan ln cosxdx x C   （4） cot ln sinxdx x C 
（5） sec ln sec tanxdx x x C   （6） csc ln csc cotxdx x x C  

（7） 2sec tanxdx x C  （8） 2csc cotxdx x C  
（9） sec tan secx xdx x C  （10） csc cot cscx xdx x C  

5.（1）
2

1 arcsin
1

dx x C
x

 


 （2）  
2 2

arcsin 0dx x C a
aa x

  




（3） 2

1 arctan
1

dx x C
x

 
 （4） 2 2

1 arctandx x C
a x a a

 


（5） 2 2

1 ln
2

dx x a C
x a a x a


 

  （6） 2 2

2 2
lndx x x a C

x a
   




（7） 2 2

2 2
lndx x x a C

x a
   


 （8）

2
2 2

2 2
arcsin

2 2
dx a x x x a C

aa x
   



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1. 直接积分

题 1： 2( 5)x x dx

解：原式
5 1 7 3
2 2 2 22 10( 5 )

7 3
x x dx x x C    

题 2：
2

2

3
1
x dx
x

解：原式
2

2 2

3 3 3 3(3 ) 3 3arctan
1 1
x dx dx x x C

x x
 

     
  

题 3： 2 2

1
(1 )

dx
x x

解：原式 2 2

1 1 1( ) arctan
1

dx x C
x x x

     


题 4： 2x xe dx

解：原式
(2 )(2 )
ln(2 )

x
x ee dx C

e
  

题 5：
2sin ( )

2
x dx

解：原式
1 1(1 cos ) sin
2 2 2

xx dx x C    

题 6：
cos 2

cos sin
x dx

x x

解：原式
2 2cos sin (cos sin )(cos sin )

cos sin cos sin
x x x x x xdx dx
x x x x
  

 
   = (cos sin ) sin cosx x dx x x C   

（加项减项）

sin 2 2sin cosx x x

2 2cos 2 cos sinx x x 

22cos 1x 

21 2sin x 
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2. 凑微分

题 1： 2(1 2 )x dx

解：原式
2 31 1 1(1 2 ) (1+2 ) (1 2 )

2 2 3
x d x x C      31 (1 2 )

6
x C  

题 2：
21

x dx
x

解：原式
1 1

2 2 2 22 21(1 ) ( 1) ( 1) 1
2

x xdx x d x x C
 

        

题 3：

1

2

5 x
dx

x

解：原式

1 1 1

2

1 1 1(5 ) 5 ( ) 5
ln 5

x x xdx d C
x x

      

题 4：
1

(1 )
dx

x x

解：原式
2 2

1 1 12 ( ) 2arctan
1 ( ) 1 ( )

dx d x x C
x x x

    
  

题 5：
1

1 xdxe
解：原式

1 1 (1 ) ln( 1)
1 1

x x x
x xe dx d e e C
e e

      
  

题 6：
1
ln

dx
x x

解：原式
1 1 1 (ln ) ln(ln )

ln ln
dx d x x C

x x x
     

题 7： tan xdx

解：原式
sinx 1 cos ln cos
cos cos

dx d x x C
x x

      

题 8： 3cos d 

解：原式 2 2cos cos cos sind d        2 31(1 sin ) sin sin sin
3

d C       
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a

t
x

2 2a x

a
t

x

2 2a x

a

t

x
2 2x a

题 9：
arctan

(1 )
xdx

x x

解：原式 22 arctan (arctan ) (arctan )xd x x C  

3. 换元法

题 1：
1

1+ 2
dx

x

解：令1+ 2x t ，
21 ( 1)

2
x t  ， ( 1)dx t dt 

原式=
1 1( 1) (1 ) lnt dt dt t t C
t t
        =1+ 2 ln(1 2 )x x C  

题 2： 3
2 2 2

1

( )
dx

a x


解：令 sinx a t ， cosdx a tdt

原式=
2

3 3 2

1 1cos sec
a cos

a tdt tdt
t a
   = 2

1 tan
a

t C 2 2 2 2

1 1tan = xt C C
a a a x

   


根式形式 依据公式 所作替换 对应三角形

2 2a x 2 2sin cos 1t t  sinx a t

2 2a x 2 21 tan sect t  tanx a t

2 2x a 2 2tan sec 1t t  secx a t
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4. 分部积分法 u v dx udv uv v du uv v u dx           
题 1： lnx xdx

解：原式
2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1ln ln ln ln ln

2 2 2 2 2 2 4
xdx x x x d x x x x dx x x x C

x
          

题 2： arctanx xdx

解：原式
21 arctan

2
xdx  2 2 2

2

1 1 1 1 1= arctan arctan arctan (1 )
2 2 2 2 1
x x x d x x x dx

x
   

 
21 1 1arctan arctan

2 2 2
x x x x C   

题 3： ln xdx
解：原式 ln ln ln 1 lnx x xd x x x dx x x x C        

题 4： xe dx
解：原式 2 2 2 2 2 2 2 2t t t t t t x xe tdt tde t e e dt te e c xe e C             

5. 有理化积分

题： 2

1
5 6
x dx

x x


 

2

1 1 ( 2) ( 3) ( ) 2 3
5 6 ( 3)( 2) 3 2 ( 2)( 3) ( 2)( 3)
x x A B A x B x A B x A B

x x x x x x x x x x
       

    
         

( ) 2 3 1A B x A B x    
1

2 3 1
A B
A B
 

    

4
3

A
B


   

故 2

1 4 3( )
5 6 3 2
x dx dx

x x x x


 
     4ln 3 3ln 2x x C    

令 x t ，
2x t ， 2dx tdt
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课时五 练习题

1） 2 2( 1)x dx 2） 2cos
2
xdx 3） (sin )

x
bax e dx 4） 2

2
tan 1

1
xdxx
x






5）
 22 3

x dx
x

 6） x x

dx
e e 7） 3tan secx xdx 8）

2

2 2

x dx
a x

9）
2 1x dx
x


 10） lnnx xdx 11） arcsin xdx 12） 2ln xdx

13） 2tanx xdx 14）
3

8 42 1
x dx

x x 
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课时六 定积分
考点 重要程度 分值 常见题型

1.定积分计算

1) 凑微分，分部积分类型

2) 换元换限类型

3) 反常积分

必 考 6-8 分 大题

2.定积分的性质 ★★★★★ 0-6 分 选择、填空

3.积分的导数 ★★★★ 0-6 分 大题

1、定积分的计算

题 1：计算定积分
1

20

1
4

dx
x （凑微分）

解：原式
1 1

2 20 0

1 1=
2

2 1 1
2 2

xdx d
x x

   
        

   

 
1

0

1arcsin arcsin 0
2 2 6
x 

   

题 2：计算定积分
3

0
2 arctanx xdx （分部积分）

解：原式  3 2

0
arctan xd x 

332 2

0 0
arctan arctanx x x d x  

23 3

2 20 0

11
1 1
x dx dx
x x

              3

0

4arctan 3
3

x x     

题 3：计算定积分
2

0
sin x dx



 （分段积分）

解：原式
2

0
sin sinxdx xdx

 


   

2

0
cos cosx x 


   4

题 4：计算  
2

0
f x dx ，其中   2

1 1
1 1
2

x x
f x

x x

 
 



（分段积分）

解：      
2 1 2

0 0 1
f x dx f x dx f x dx     

1 2 2

0 1

11
2

x dx x dx   
1 2

2 3

10

1 1 8
2 6 3
x x x     

 

题 5：计算定积分
ln 2

0
1xe dx （换元换限）

解： 1xe t  ，  2ln 1x t  ， 2

2
1
tdx dt
t




0x  时 0t  ， ln 2x  时 =1t

故
ln 2 1 1

2 20 0 0

2 11 2 1
1 1

x te dx t dt dt
t t

             1

0
2 arctan 2 1 2

4 2
t t         

 
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题 6： 2 2

0

a
a x dx （换元换限）

解： sinx a t cosdx a tdt

0x  时 0t  ， x a 时
2

t 


故 2 2 2 22 2
0 0 0

cos cos cos
a
a x dx a t a tdt a tdt

 

     
2 22

2 2
0

0

1 cos 2 1 sin 2 t
2 2 2 4

t a aa dt t


       

 

题 7： 20

1
2 2

dx
x x



  （反常积分—积分区间无界）

解：原式
 

 20

1 1
1 1

d x
x


 

   
0

arctan 1x


   lim arctan 1 arctan1
x

x


  
2 4 4
  

  

题 8：
 

1

20 1

dx

x （反常积分—被积函数无界）

解：原式
 

 
1

20

1
1

1
d x

x
  


1

0

1

1 x



1     (无值)

2.定积分的性质

题 1：  3 cos 1x x dx



 

解：  3 3cos 1 cosx x dx x xdx dx
  

    
    

3 cosx x为奇函数，积分区域 ,  对称，故 3 cos 0x xdx





故原式   2dx



  


    

题 2：
1

1 0
I xdx  ，

1 2
2 0
I x dx  ，

1 3
3 0
I x dx  ，比较 1I ， 2I ， 3I 大小

解：在 0,1 上， 2 3x x x  故 1 2 3I I I 

①若被积函数  f x 为奇函数，积分区间对称 ,a a ，则   0
a

a
f x dx




②若   1f x  ，则  
b b

a a
f x dx dx b a   

设  ,x a b ，    f x g x 则    
b b

a a
f x dx g x dx 
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题 3：    
2

0
cosf x x f x dx   ，求  f x

解：令  
2

0
f x dx A ，则   cosf x x A 

两边积分    
2 2

0 0
cosf x dx x A dx     2

0
sin sin 2 2x Ax A   

即 sin 2 2A A  sin 2A     cos sin 2f x x 

3.积分的导数

 
 

   
 

         2 2

1 1
2 2 1 1

x x

x x

df t dt f t dt f x x f x x
dx

 

 
   

                

题 1：
2

2

0
1

xd t dt
dx



解：原式    
22 21 2 1 0 0x x       42 1x x 

题 2：求极限

21

cos
20

lim
t

x

x

e dt

x







解：原式
 2cos

0

0 sin
lim

2

x

x

e x
x





  


2cos
1

0

sin 1lim
2 2

x

x

e x e
x





  

课时六 练习题

1.
5

1

1
3 1

dx
x  2. 2

0
sin 2x xdx



 3.
2

0
cos x dx





4.  
2

0
f x dx ，其中  

2

3

4
2 1

x x
f x

x x

  
  

0 1
1 2

x
x

 
 

5.
8

31

1 dx
x x 6.

1

1 5 4
x dx
x  7. 2 2

2

sin
1

a

a

x a x dx
x

    

8.
1

1 0
I xdx  ，

1

2 0
lnI xdx  ，

1

3 0
I xdx  比较 1 2 3, , II I 大小

9.求极限

sin

0
1 3

x
d tdt

dx


10.求极限

 
1

sin

0

0

0

1
lim sin

x t

xx

t dt
t dt
t





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课时七 定积分的应用

考点 重要程度 分值 常见题型

4) 利用定积分求面积
必考 3-12 分 选择、填空、大题

5) 利用定积分求体积

1、用定积分求面积

题 1：计算 lny x ， x轴，以及 x e 围成的图形面积

题 2：计算抛物线 2 2y x 与 4y x  所围成的图形面积

解法二：

解： 214
2

dA y y dy    
 

4 2

2

14
2

A y y dy


    
 

42 3

2

4 18
2 6
y yy



 
    
 

dx

1 :A

lny x

dx

ln x

dx

 2 2x x 

2 :A  2 4x x 

 2, 2

 8, 4

解： lndA xdx

 
11 1

ln ln 1
e e e

A dA xdx x x x     

解：  1 2 2 2 2dA x x dx xdx     
2 2

1 10 0

162 2
3

A dA xdx   

   2 2 4 2 4dA x x dx x x dx       

 8 8

2 22 2

382 4
3

A dA x x dx     

1 2
16 38 18
3 3

A A A    

dy
  214

2
y y 
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2、用定积分求体积

题 3：计算 lny x ， x轴以及 x e 围成的图形绕 x轴和 y轴旋转一周的体积分别是多少

解：绕 x轴
 22 lnxdV r dx x dx   

 2

1 1
ln ( 2)

e e

x xV dV x dx e     

绕 y轴 yV V V 外 内

2 21V e e    外

 2 2y ydV e dy e dy     内

1 1 2 2

0 0

1 ( 1)
2

yV dV e dy e     内 内

则  2 2 21 1( 1) 1
2 2yV V V e e e        外 内

课时七 练习题

1.计算平面图形由抛物线 22y x  与直线 y x 围成的面积

2.求曲线  sin 0y x x    与 0x  所围成的平面图形面积以及绕 x轴旋转所得的体积

3.过坐标原点作曲线 xy e 的切线，该切线与曲线 xy e 以及 x轴围成的平面图形记为 D

①求 D 的面积 A

②求 D 绕 x轴所围成的旋转体体积V

dy

yr x e 
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课时八 微分方程
考点 重要程度 分值 常见题型

1.可分离变量 ★★★ 3~0
选择、填空6.齐次微分方程 ★★★ 3~0

3.一阶线性微分方程

必 考 10~6 大题4.二阶常系数齐次

5.二阶常系数非齐次

1、可分离变量 形式： ( ) ( )g y dy f x dx 方法：两边同时积分

题 1. 2dy xy
dx



解：分离变量 2dy xdx
y
 两边同时积分 2dy xdx

y
 

得： 2ln y x C 
2 2

    x C x Cy e e e    1 1     ( )C x x Cy e e C e C e      

题 2. ln 0xy y y  

解： ln 0dyx y y
dx

  分离变量
ln
dy dx
y y x

 两边积分
ln
dy dx
y y x

 

得 1ln ln lny x C  1 1ln ln lnC Cx e e x  

1 1 1ln      ln      (C= )C C Cy e x y e x Cx e     

2、齐次微分方程 形式:
dy y
dx x

    
 

题 1.  2 2 0x xy dx xydy  

解：
2 1 22

y
dy x xy x

ydx xy
x


    令

y u
x
 y xu

duy u x
dx

  

替换上式得：
1 2du uu x

dx u


   整理得：
 211 2 udu ux u

dx u u


    

分离变量
 2

1
1
u du dx

xu
 


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两边积分得
 2

1
1
u du dx

xu
 

 

1ln 1 ln
1

u x C
u

     


将
yu
x

 代回
1ln 1 ln

1

y x Cyx
x

    


化简整理： ln 1 lny xx C
x x y
   


ln xy x C

x y
   



3、一阶线性微分方程 形式：    dy P x y Q x
dx

 

题 1. xdy y e
dx

 

解：   1P x  ，   xQ x e

  1P x dx dx x  

   P x dx x xQ x e e e dx x    
所以方程通解：  xy e x C 

题 2.已知  f x 为可导函数，且满足方程    2

0

x
tf t dt x f x  ，求  f x

解：两边求导    2xf x x f x  整理得 2y xy x   

 P x x    2Q x x 

  21
2

P x dx xdx x    

    2 21 1
2 22 2
x xP x dx

Q x e dx xe dx e
     

故方程通解：  
2 2 21 1 1

2 2 22 2
x x x

f x e e C Ce
 

    
 

0x  时 代入原方程    2

0

x
tf t dt x f x 

 0 0 0f    0 0f 

代入  0,0 点，即 0 2 C  2C  

故  
21

22 2
x

f x e 

通解公式：
     P x dx P x dx

y e Q x e dx C
      

 
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4、二阶常系数齐次线性微分方程 形式： 0y Py Qy   

题 1.求微分方程 2 3 0y y y    的通解.

解：特征方程 2 2 3 0r r  

特征根： 1 1r   2 3r 

则 3
1 2

x xy C e C e 

题 2.求
2

2 2 0d y dy y
dx dx

   的解,满足初始条件满足初始条件
0

4
x

y



0
2

x
y


  

原方程： 2 0y y y   

特征方程： 2 2 1 0r r  

特征根： 1 2 1r r  

通解为：  1 2
xy C C x e  代入

0
4

x
y


 得 1 4C  则  24 xy C x e 

 2 24x xy C e C x e     代入
0

2
x

y


   得 2 22 4          2C C   

所以方程的解：  4 2 xy x e 

5、二阶常系数非齐次线性方程 形式：  x
my py qy e P x   

题 1. 25 6 xy y y xe   

特征方程： 2 5 6 0r r  

特征根： 1 22, 3r r 

通解： 2 3
1 2

x xY C e C e 

从原方程可知： 2  ，  mP x x

设方程特解为：  2xy xe ax b  

   2 22 2 2xy e ax bx ax b     

   2 24 4 8 4 2xy e ax bx ax b a      

将 y，  y   y 代入原方程 化简后得： 2 2ax a b x   

对应系数相等

12 1
2

2 0 1

a a
a b b

         

21 1
2

xy x x e      
 

则方程通解为 2 3 2
1 2

1 1
2

x x xy C e C e x x e     
 

特征根 1r ， 2r 通解

1 2r r 1 2
1 2
r x r xy C e C e 

1 2r r   1
1 2

r xy C C x e 

1 2r r i     1 2cos sinxy e C x C x   

 mP x  mQ x

x ax b

2 1x  2ax bx c 

3 2 1x x  3 2ax bx cx d  

解的结构： y Y y  （齐通+非特）

 k x
my x e Q x 

1 2

1 2

1 2

0      ,
1      
2     

k
  
   
  


  
  

或
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课时八 练习题

1． ln 0xy y y  

2． 23 5 5 0x x y  

3．  3 3 23 0x y dx xy dy  

4． sincos xy y x e  

5．    32 2 2dyx y x
dx

   

6． 2 0y y y   

7． 4 3 0y y y   
0

6
x

y



0
10

x
y


 

8． 6 9 0y y y   

9． 4 5 0y y y   

10． 22 5 5 2 1y y x x    
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课时九 中值定理
考点 重要程度 分值 常见题型

1.罗尔中值定理
★★★★★ 0 ~ 5 大题

2.拉格朗日中值定理

1、罗尔定理

题：设  ( ) ,f x a b ，在  ,a b 内可导， ( ) ( ) 0f a f b  ，证明：存在 ( , )a b  ，使得

( ) 2 ( ) 0f f   

解：令 2( ) ( )xx e f x 

( ) ( ) 0       ( ) ( ) 0f a f b a b     

由罗尔定理可知，存在 ( , )a b  ，使得 ( ) 0  

又 2( ) [ ( ) 2 ( )]e f f      ，且 2 0e  

( ) 2 ( ) 0f f   

2、拉格朗日中值定理

（1）在闭区间 ,a b 上连续；

（2）在开区间  ,a b 内可导；

（3） ( ) ( )f a f b ；

那么在  ,a b 内至少有一点   ( )a b   ，使得 ( ) 0f   。

（1）在闭区间 ,a b 上连续；

（2）在开区间  ,a b 内可导；

那么在  ,a b 内至少有一点 ( )a b   ，使得 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b a   成立
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题：设 0a b  ，证明不等式：
   ln ln
a b a b

a b
a b
 

  

证明：令 ( ) ln( )f x x

由拉格朗日中值定理知：存在  ,  b a 使得   ln ln  


a bf
a b

  1f x
x

  ，   2

1 0f x
x

   ，  f x 在  ,b a 上单调递减

 1 1f x
a b

  ， 即  1 1 f
a b

，
1 ln ln 1
 


a b

a a b b

又 0a b  ， ln ln 
   
a b a ba b
a b

，原不等式得证

课时九 练习题

1) 已知函数 ( )f x 在  0,1 上连续，在 (0,1) 内可微，且 (0) 1, (1) 0f f  求证：存在 [0,1]c ，

使得
( )( ) 0f cf c
c

  

2) 设 ( ), ( )f x g x 在  ,a b 上连续，在  ,a b 内可导， ( ) ( ) 0f a f b  ，证明：至少存在一个

( , )a b  ，使得 ( ) ( )g ( ) 0f f    

3) 证明：当 0 b a , 1n  时有不等式 1 1
n n

n nb ana nb
b a

 
 



4) 证明：对任何实数 ,a b成立 arctan arctana b a b  
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