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课时一 线性规划问题

考点 重要程度 占分 常见题型

1.线性规划问题的建模 ★★★★ 0 10 大题

2.化标准型 必考 5 8 大题

3.图解法 ★★★ 0 8 大题

1.线性规划问题的建模

题 1. 某厂生产甲、乙、丙三种产品，需要 A、 B两种原料，以及1、 2两种设备。单位产品

资源消耗量、销售利润值、各种资源限制数量如下表所示：

试建立使得该厂能获得最大利润的生产计划的线性规划模型（不求解）。

解：设甲乙丙三种产品分别生产 1 2 3,x x x， 单位

1 2 3max 8 8 6z x x x  

1 3

2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 12
4 2 12
5 5 3 25
4 6 3 24
, , 0

x x
x x
x x x
x x x
x x x

 
     
   



2.化标准型

题 1. 将该模型化为标准型：

1 2 3min 5 4z x x x  

1 2 3

1 2 3

1 3

1 2 3

3 1
3 4

. .
3

0, 0,

x x x
x x x

s t
x x
x x x

  
   
   
   无约束

解： 1 2 3max 5 4z x x x    

1 2 3max ' 5 4z x x x   

1 2 3 43 1x x x x    ， 4 0x 

1 2 3 53 4x x x x    ， 5 0x 

标准型要求：

1）目标函数最大

2）约束条件等式

3）资源限量非负

4）决策变量非负

甲 乙 丙 现有资源

原料 A 3 0 2 12 ( )kg
原料 B 0 4 2 12 ( )kg
设备1 5 5 3 25（小时）

设备 2 4 6 3 24（小时）

利润 8 8 6

解题方法：

目标替换

加/减变量

同乘 1
变量替换

解题步骤：

1）设决策变量

2）列目标函数

3）列约束条件

4）列非负条件
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1 3 3x x  

2 2 2 2 2' , ' 0 'x x x x x    

3 3 3 3 3' ", ' 0, " 0x x x x x   

综上： 1 2 3 3max ' 5 ' 4 ' 4 "z x x x x    

1 2 3 3 4

1 2 3 3 5

1 3 3

1 2 3 3 4 5

3 ' ' " 1
3 ' ' " 4

. .
' " 3

, ', ', ", , 0

x x x x x
x x x x x

s t
x x x
x x x x x x

    
     
   
 

3.图解法

题 1. 用图解法求线性规划问题。

1 2max 2z x x 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4
2

. .
3 3
, 0

x x
x x

s t
x x
x x

 
  
  
 

解：

1 23 3x x 

1 2 2x x 
1 22 4x x 

2 1
10
2

z x x  

*(0, 4) 8z

2x

1x1

2

2

3

4

该问题具有唯一最优解 * (0, 4)X 

最优目标值为 * 8z
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题 2. 线性规划可行域的顶点一定是（ ）。

.A 基可行解 .B 非基本解 .C 非可行解 .D 是最优解

答案： A

题 3. 当线性规划的可行解集合非空时一定（ ）。

.A 包含点 (0,0, 0)X   .B 有界 .C 无界 .D 是凸集

答案：D

课时一 练习题

1. 一家工厂制造三种产品，需要三种资源——技术服务、劳动力和行政管理。下表列出了三

种单位产品对各种资源的需求量。

今有100小时的技术服务，600小时的劳动力和300小时的行政管理时间可供使用。试确定能

使总利润最大的产品生产量的线性规划模型，不用求解。

2. 某工厂用四种含蛋白质，葡萄糖，氨基酸的原料，配置一种新的营养保健品，要求每千克

营养保健品中蛋白质不少于 20%，葡萄糖不少于35%，氨基酸不少于30%。四种原料中蛋白

质，葡萄糖，氨基酸的含量及价格如下表：

由于技术上的原因，原料 2的用量不能少于30%，原料 4不能超过 40%。试建立一个线性规划

模型，以便求得成本最低而又合乎要求的新营养保健品。

产品
资源（小时）

单位利润（元）
技术服务 劳动力 行政管理

1 1 5 2 10

2 1 4 2 6

3 1 10 6 4

1 2 3 4
蛋白质 %( ) 30 40 20 15

葡萄糖 %( ) 20 30 25 40

氨基酸 %( ) 40 25 55 30
价格  元/千克 30 30 35 50

原料成分

常考的几点结论：

1. 若线性规划问题存在可行解，则问题的可行域是凸集。

2. 每个基可行解对应可行域的一个顶点；

3. 如果有最优解，必定在某个顶点上得到。
凹集凸集
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3. 将以下线性规划模型化为标准形式：

1 2 3min 3 5 7z x x x   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 3 7
3 4 2

. .
6 3 4 5
, , 0

x x x
x x x

s t
x x x
x x x

  
   
   
 

4. 将以下线性规划模型化为标准型：

1 2 3min 3 2z x x x  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4 12
4 2 8
3 3 6

0, , 0

  
   
   
  

x x x
x x x
x x x
x x x无约束

5. 用图解法求解以下线性规划问题：

1 2max z x x 

1 2

1 2

1 2

3 4 11
. . 5 2 9

0, 0

x x
s t x x

x x

 
  
  

6. 线性规划问题的可行域是凸集（ ）。

7. 线性规划问题的解有四种可能结果，它们是 ， ， ， 。
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课时二 单纯形法

1.单纯形法

题 1. 用单纯形法求解以下线性规划问题：

1 2 3max 6 2z x x x  

1 2 3

1 3

1 2 3

2 2 2
4 4

, , 0

  
  
 

x x x
x x
x x x

解：1）化标准型：

1 2 3max 6 2  z x x x

1 2 3 4

1 3 5

1 2 3 4 5

2 2 2
4 4

, , , , 0

x x x x
x x x
x x x x x

   
   
 

2）列初始单纯形表：

3）最优性检验：检验数都 0 ，得到最优解，否则进行基变换。

因为 1 36 0 , 1 0     ，故进行基变换。

4）基变换，直至找到最优解。

考点 重要程度 占分 常见题型

1.单纯形法 必考 10 15 选择/填空/大题

2.线性规划解的概念 ★★★★★ 0 6 选择/填空/判断

单纯形法解题步骤：

1）化标准型；

2）列初始单纯形表；

3）最优性检验；

4）基变换，直至找到最优解。

jc 6 2 1 0 0


Bc BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 4x 2 1 2 1 0 1
0 5x 4 1 0 4 0 1 4

j 6 2 1 0 0

2

jc 6 2 1 0 0


Bc BX b 1x 2x 3x 4x 5x

6 1x 1 1 1 2 1 1 2 0 —

0 5x 3 0 3 1 2 1 6

j 0 1 5 3 0
1 2
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解的判别：

检验数都 0 ，且无非基变量检验数 0 ，有唯一最优解；

jc 6 2 0 0 0


Bc BX b 1x 2x 3x 4x 5x

6 1x 4 1 0 4 0 1
2 2x 6 0 1 6 1 2

j 0 0 11 2 2

检验数都 0 ，且有非基变量检验数 0 有无穷多最优解；

jc 6 2 2 0 0


Bc BX b 1x 2x 3x 4x 5x

6 1x 4 1 0 4 0 1
2 2x 6 0 1 11 1 2

j 0 0 0 2 2

有非基变量检验数 0 ，但该检验数所在列的系数均 0 ,有无界解。

jc 6 2 0 0 0


Bc BX b 1x 2x 3x 4x 5x

6 1x 4 1 0 4 0 1

2 2x 6 0 1 12 1 2

j 0 0 1 2 2

最优解为： * (4 6 0 0 0)X  ，，，， ， * 12z 

题 2. 若线性规划问题最优解对应的单纯形表中，有一个非基变量的检验数为0，则该线性规

划问题具有 。

答案：无穷多最优解

题 3. 极大化线性规划问题的基可行解是最优解的条件是其对应的检验数 。

答案：都小于或等于零

jc 6 2 1 0 0


Bc BX b 1x 2x 3x 4x 5x

6 1x 4 1 0 4 0 1
2 2x 6 0 1 6 1 2

j 0 0 11 2 2
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2.线性规划解的概念

题 1.线性规划问题最优解唯一时，最优解也是基最优解。（ ）

答案：√

题 2.在线性规划问题的基本解中，所有的非基变量等于 。

答案：零

课时二 练习题

1. 用单纯形法求解：

1 2 3max 2z x x x  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2 15
1. 5 20
3
, , 0

x x x

s t x x x

x x x

  
   




2. 用单纯形法求解：

1 2max 3 2z x x 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4
3 2 12

.
3

, 0

x x
x x

s t
x x
x x

  
  
  
 

3. 线性规划具有多重最优解是指（ ）。

.A 目标函数系数与某约束系数对应成比例 .B 最优表中存在非基变量的检验数为零

.C 可行解集合无界 .D 基变量全部大于零

4. 线性规划的约束条件为
1 2 3

1 2 4

1 2 3 4

2
2 2 4
, , , 0

x x x
x x x
x x x x

  
   
 

，则基可行解是（ ）。

. (2,0,0,1)A . ( 1,1, 2, 4)B  . (2, 2, 2, 4)C   . (0,0, 2,4)D
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课时三 对偶问题

1.化对偶问题

题 1. 写出以下问题的对偶问题

1 2 3max 5 3 6z x x x  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 18
2 3 16

10
, 0,

x x x
x x x
x x x
x x x

  
   
   
  无约束

解： 1 2 3min ' 18 16 10  z y y y

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5
2 3

3 6
0, ,

  
   
   
 

y y y
y y y
y y y
y y y 无约束

题 2. 下题为某问题的最终单纯形表，直接求其对偶问题的最优解，并求各资源的影子价格。

解：对偶问题的最优解为： * 1 1(0, , ,0,0)
4 2

Y

1b 资源的影子价格为0

2b 资源的影子价格为
1
4

3b 资源的影子价格为
1
2

考点 重要程度 占分 常见题型

1.化对偶问题 必考 5 10 大题

2.对偶理论 必考 5 10 选择、填空、大题

解题步骤：

1. 列目标函数

2. 列约束条件

3. 列变量范围

4. 填符号

符号填写规则：

大化小：约束让变量反号，变量让约束同号；

小化大：变量让约束反号，约束让变量同号。

项目 1x 2x 3x 4x 5x

3x 15 2 0 0 1 5 4 15 2

1x 7 2 1 0 0 1 4 1 2

2x 3 2 0 1 0 1 4 3 2

j 0 0 0 1 4 1 2

影子价格：最优情况下，增加单位数量资源使

目标函数增加的值。

未充分利用资源的影子价格为0。
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2.对偶理论

题 1. 互为对偶的两个线性规划问题，若其中一个有最优解，则另外一个必定（ ）

.A 无可行解 .B 有可行解，也可能无可行解

.C 有最优解 .D 不一定有最优解

答案：C

题 2. 若对偶问题为无界解，则原问题无可行解（ ）。

答案：√

题 3. 线性规划问题：

1 2 3 4 5min 2 3 5 2 3x x x x x     

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4
2 3 3

0 , 1,2, 5

     
     
   j

x x x x x
x x x x x
x j

已知其对偶问题的最优解为
1

* * *
2

4 3, , 5
5 5

  y y z ，试用对偶理论找出原问题的最优解。

解：写出对偶问题：

1 2max 4 3z y y 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
3

2 3 5
2

3 3
, 0

y y
y y
y y
y y
y y
y y

 
  
  
  
  




由互补松弛性得：

2

*
2 0sy x  ，

3

*
3 0sy x  ，

4

*
4 0sy x 

又
2 3 4
, ,s s sy y y 均 0 ，故 * * *

2 3 4 0  x x x

对偶问题化标准型：

1 2max 4 3z y y 

1

2

3

4

5

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2

3

2 3 5

2

3 3

, , 0 1 5
i

s

s

s

s

s

s

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y i

  


  
   
   
   

   

 

将
1 2

* *4 3,
5 5

y y  代入约束条件：

1

1
2

2

3 3

4

4
5

5

4 32 2
5 5

04 3 3
5 5 0
4 32 3 5 0
5 5

04 3 2
05 5

4 33 3
5 5

    
               
       
    

s

s
s

s

s s

s

s
s

s

y

yy
y

y y

y
y

y

y

互补松弛性：取得最优解时，

原问题变量 对偶问题松弛变量 0 ；

对偶问题变量 原问题松弛变量 0 。

1.原问题（极大化问题）为无界解，则对偶问题（极小化问题）无可行解；

2.原问题有可行解，对偶问题无可行解，则原问题为无界解；

3.原问题无可行解，则其对偶问题具有无界解或无可行解；

4.原问题目标函数值=对偶问题目标函数值原问题和对偶问题均取得最优解。
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将原问题化为标准型等式： 1

2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4

2 3 3

     
      

s

s

x x x x x x

x x x x x x
，

由互补松弛性得：
1 2

* *
1 20 , 0s sy x y x   

又
1

* *
2

4 3,
5 5

 y y ，故
1 2

0 s sx x ，

将
1 2

* * *
2 3 4 0    s sx x x x x 代入 1

2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4

2 3 3
s

s

x x x x x x

x x x x x x

     
      

得
* * *
1 5 1

* * *
1 5 5

3 4 1
2 3 1
x x x
x x x

   
 

   
，故原问题的最优解为： * (1,0,0,0,1)X ， * 5 

课时三 练习题

1.写出下列线性规划问题的对偶问题：

（1） 1 2 3min 2 3z x x x  

1 3

2 3

1 2

1 2 3

3 3
2 2 10

.
2 8

0, , 0

x x
x x

s t
x x
x x free x

 
  
  
  

2.影子价格反映了资源的稀缺程度，当某种资源的影子价格为 时，表示资源有剩余，不

短缺，或资源过多供应。

3.若线性规划的最优解的某种资源 时，其影子价格为 。

4.判断下列说法是否正确。

1）如果原问题有可行解，则对偶问题也一定有可行解。（ ）

2）如果原问题和对偶问题都存在可行解，则二者都有最优解。（ ）

3）对偶问题的对偶问题不一定是原问题。（ ）

5.如果线性规划问题存在最优解，下列说法正确的是（ ）

.A 原问题的最优值大于对偶问题的最优值。

.B 原问题的最优值小于对偶问题的最优值

.C 原问题的最优值等于对偶问题的最优值

.D 以上都不正确

（2） 1 2 3max 3 2 5z x x x  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 +4 20
2 5 17

.
3 8

, 0,

x x x
x x x

s t
x x x
x x x

 
   
   
  无约束
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6.已知线性规划问题：

1 2 3 4max 2 3 4   z x x x x

1 3 4

1 2 3 4

2 6
3 10

0( 1,2,3,4)

   
    
   j

x x x
x x x x
x j

设对偶变量为 1 2,y y ，其对偶问题的最优解为 * *
1 23, 1 y y ，试运用对偶问题的性质，求原问

题的最优解。
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课时四 灵敏度分析

1.单纯形法的矩阵描述

题 1.已知下表为求某一极大化问题的初始单纯形表和迭代计算中某一步的表，试求表中未知

数 a l 的值。

考点 重要程度 占分 常见题型

1.单纯形法的矩阵描述 ★★★★★ 0 10 大题

2.灵敏度分析 必考 10 12 大题

jc 1 6 7 a 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x 6x

0 5x 20 5 4 13 b 1 0
0 6x 8 j 1 k c 0 1

j 1 6 7 a 0 0

jc 1 6 7 a 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x 6x

7 3x d 1 7 0 1 2 7 f 4 7
6 2x e l 1 0 3 7 5 7 g

j 72 7 0 0 11 7 h i

初始单纯形表：

jc 7 6 1 1 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x 6x

0 5x 20 13 4 5 2 1 0

0 6x 8 5 1 1 1 0 1

j 7 6 1 1 0 0

jc 7 6 1 1 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x 6x

7 1x 12 7 1 0 1 7 2 7 1 7 4 7

6 2x 4 7 0 1 12 7 3 7 5 7 13 7

j 0 0 72 7 11 7 23 7 1

迭代后的单纯形表：

初表系数矩阵 迭代后表中系数矩阵 1B 初表 = 迭代后表

初表基变量: 5 6x x,
1 0
0 1

I  
  
 

1 1 7 4 7
5 7 13 7

B  
   

迭代后基变量: 1 2x x,
13 4
5 1

B
 

   

1 0
0 1

I  
  
 

1B B I  

不参与基变换变量: 3 4x x,
5 2
1 1

N
 

   

1 7 2 7
'

12 7 3 7
  

    
N 1 'B N N  

资源限量 (20 ,8)Tb  ' (12 7, 4 7) Tb 1 'B b b  
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解：
2 3 117 ( ) 6 ( )
7 7 7

          
a 1a  ，

1 721 7 ( ) 6
7 7

l        

12
7

l  

对于终表基变量: 2 3x x,

4 1 7
4 13 0 17 13 7

5 1 1 0
57


                              


ff
g

kg k

对于未参与基变换的变量 1 4x x, 及资源限量有：

1 4 1 2 1
57 7 7 7 2

5 13 12 3
1

7 7 7 7

j
b

b
j c

c

                   
                

，

1 4
20 12 47 7 ,

5 13 8 7 7
7 7

d
d e

e

      
        

      
 

1 5 230 [( 7) ( ) 6 ( )]
7 7 7

h          ，
4 20 500 [( 7) ( ) 6]
7 7 7

i        

故:
12 4 1 131, 2 , 1, , , , ,
7 7 7 7

a b c d e f g         
23 50 12, , 1, 5,
7 7 7

h i j k l      

题 2.已知最优基的逆矩阵为 1 1 2
(3 6)

3 7 BB C  
  
 

， ， ，则对偶问题的最优解为____。

解： * 1 1 2
(3 6) (21,48)

3 7BY C B  
     

 
，

题 3.已知某问题的最终单纯形表如下，请用 * 1
BY C B  求其对偶问题的最优解。

解： * 1
BY C B   = 0 2,1，

1 5 4 15 2
1 10 1 4 1 2 0, ,
4 2

0 1 4 3 2

 
           

jc 2 1 0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 3x 15 2 0 0 1 5 4 15 2

2 2x 7 2 1 0 0 1 4 1 2

1 1x 3 2 0 1 0 1 4 3 2

j 0 0 0 1 4 1 2

对偶问题最优解: * 1 BY C B

4( 4) ( 1) 0
7

413 1
7

5( ) ( 4) ( 1) 1
7

     

   

      

f

f k

g
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2.灵敏度分析

题 1.已知以下问题，下表为该问题的最终单纯形表

1 2max 2z x x 

2

1 2

1 2

1 2

5 15
6 2 24

. .
5

, 0

x
x x

s t
x x
x x


  
  
 

求：1） 2b 增加 4，变为 28，原最优解有何变化？

2）假设 2b 变为 24  时，最优基不变的情况下，求允许的取值范围。

3）当 1 21.5 , 2 c c 时，该问题最优解有何变化？

4）设 2 1+c ，求最优解不变的条件下的取值范围？

解：1） 1

5 151
4 2 15 25 2
1 1' 0 28 9 2
4 2

5 1 21 30
4 2

b B b

  
    
                     

  
 

将 'b 代入单纯形表：

故最优解变为
9 1 25( , , ,0,0)
2 2 2

2） 1

15 5
2 41 5 4 15 2 15
1 7' 0 1 4 1 2 24 0
4 2

0 1 4 3 2 5 1 3
4 2

b B b



 





  
    

                     
   
 

6 6   

jc 2 1 0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 3x 15 2 0 0 1 5 4 15 2

2 1x 7 2 1 0 0 1 4 1 2

1 2x 3 2 0 1 0 1 4 3 2

j 0 0 0 1 4 1 2

jc 2 1 0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 3x 25 2 0 0 1 5 4 15 2

2 1x 9 2 1 0 0 1 4 1 2

1 2x 1 2 0 1 0 1 4 3 2

j 0 0 0 1 4 1 2

最优基不变: ' 0b
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3）将 1 21.5 , 2c c  代入终表

因 4 1 8 0   ，不满足最优解的条件，故需继续迭代：

所有检验数均 0 ，得到最优解，最优解变为： (2,3,0,6,0)

4）将 2 1+c  代入终表后重新计算检验数得：

1 1 0
4 4
1 3 0
2 2





  

  


1 1
3

    ，故
1 1
3

   时最优解不变

jc 1.5 2 0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 3x 15 2 0 0 1 5 4 15 2

1.5 1x 7 2 1 0 0 1 4 1 2

2 2x 3 2 0 1 0 1 4 3 2
 j 0 0 0 1 8 9 4

jc 1.5 2 0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 4x 6 0 0 4 5 1 6
1.5 1x 2 1 0 1 5 0 1

2 2x 3 0 1 1 5 0 0

j 0 0 1 10 0 3 2

jc 2 1  0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x

0 3x 15 2 0 0 1 5 4 15 2

2 1x 7 2 1 0 0 1 4 1 2

1  2x 3 2 0 1 0 1 4 3 2

j 0 0 0 1 4 1 4  1 2 3 2 

最优解不变：检验数 0
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课时四 练习题
1. 已知某求极大化线性规划问题用单纯形法求解时的初始单纯形表及最终单纯形表如表所

示，求表中各括弧内未知数的值。

2.企业生产甲、乙两种产品，需要用 , ,A B C三种资源，生产单位产品所需资源数，以及单位

产品的利润，资源可利用量等数据如下表所示。问如何制定日生产计划，使两种产品总利润

最大？

（1）试建立该问题的线性规划模型，并求出当该企业应生产两种产品各多少单位时，获取

的利润为最大。

（2）试给出该问题中三种资源的 , ,A B C影子价格。如果在限额外购买三种资源，应优先购

买哪种资源？

（3）试确定最优基不变时，资源C拥有量 3b 的变化范围。

（4）试确定最优解不变时，产品乙单位利润 2c 的变化范围。

产品 甲 乙 资源限量

A 1 3 90

B 2 1 80

C 1 1 45

单位利润（万元） 5 4

资源

jC 3 2 2 0 0 0

BC BX b 1x 2x 3x 4x 5x 6x

0 4x  b 1 1 1 1 0 0

0 5x 15  a 1 2 0 1 0

0 6x 20 2  c 1 0 0 1

j 3 2 2 0 0 0

 
0 4x 5 4 0 0  d  l 1 4 1 4

3 1x 25 4 1 0  e 0 3 4  i
2 2x 5 2 0 1  f 0  h 1 2

j 0  k  g 0 5 4  j
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课时五 运输问题

1.运输问题的表上作业法

题 1.某部门有3个生产同类产品的工厂，生产的产品由 4个销售点出售，各工厂的生产量，

各销售点的销售量以及工厂到各销售点的单位运价（元/ t）示于表中：

1）分别用最小元素法和伏格尔法确定初始调运方案；

2）分别用闭回路法和位势法计算检验数；

3）用闭回路法对初始运输方案进行调整，求出最优解。

解：1）最小元素法：优先满足单位运价最小的供销业务。

初始调运方案为：

1 3 10A B 1 4 6A B 2 1 8A B

2 3 2A B 3 2 14A B 3 4 8A B

考点 重要程度 占分 常见题型

1.运输问题的表上作业法 必考 10 15 大题

2.非标准运输问题 ★★★ 0 10 大题

1B 2B 3B 4B 产量

1A 4 12 4 11 16

2A 2 10 3 9 10

3A 8 5 11 6 22

销量 8 14 12 14

销地产地

1B 2B 3B 4B 产量

1A 10 6 16

2A 8 2 10

3A 14 8 22

销量 8 14 12 14 48

销地
产地

6

12 11

10 3

4

9

4

5

2

118

有m个产地和 n个销地，初始

解一定有 1 m n 个数字格。
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伏格尔法（最大差额法）：对差额最大处采用运费调运

初始调运方案为：

1 3 12A B 1 4 4A B 2 1 8A B

2 4 2A B 3 2 14A B 3 4 8A B

2）闭回路法:

11 11 13 23 21 4 4 3 2 1         c c c c

12 12 32 34 14 12 5 6 11 2c c c c         

22 22 23 13 14 34 32 10 3 4 11 6 5 1             c c c c c c

24 24 14 13 23 9 11 4 3 1c c c c          -

31 31 21 23 13 14 34 8 2 3 4 11 6 10c c c c c c             

33 33 34 14 13 11 6 11 4 12c c c c         

1B 2B 3B 4B 产量

1A 10 6 16

2A 8 2 10

3A 14 8 22

销量 8 14 12 14 48

产地
销地

4

2

8

12

10

5

4

3

11

11

9

6

罚数次小运价最小运价

1B 2B 3B 4B 产量 行罚数
1 2 3 4 5

1A 12 4 16 0 0 0 7 0

2A 8 2 10 1 1 1 6 0

3A 14 8 22 1 2

销量 8 14 12 14 48

列

罚

数

1 2 5 1 3

2 2 1 3

3 2 1 2

4 1 2
5 2

销地

124

3

4

92

58 611

11

10

产地

闭回路画法：

从空格出发画水平/垂直直线，

遇到填运量的方格可以转90

继续前进，直至出发空格形成

闭合回路。

常见闭回路形式：
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位势法（对偶变量法）：增加行位势和列位势

计算基变量检验数，求位势:

1 3

1 4

2 1

2 3

3 2

3 4

0 4 ( )
0 11 ( )
0 2 ( )
0 9 ( )
0 5 ( )
0 6 ( )

  
   
   
   
   


  

u v
u v
u v
u v
u v
u v

,设 1 1u  ,代入得:

3

4

2 1

2 3

3 2

3 4

0 4 (1 )
0 11 (1 )
0 2 ( )
0 9 ( )
0 5 ( )
0 6 ( )

  
   
   
   
   


  

v
v

u v
u v
u v
u v

1

2

3

4

2

3

2
9
3
10
0
4

v
v
v
v
u
u


 
   
 


 -

计算非基变量检验数：

11 11 1 1( ) 1c u v     12 12 1 2( ) 2c u v     22 22 2 2( ) 1c u v    

24 24 2 4( ) 1c u v      31 31 3 1( ) 10c u v     33 33 3 3( ) 12c u v    

3）解的改进：

调整闭回路顶点处运量得：

位势法解题步骤：

1.增加行位势、列位势；

2.计算基变量检验数，求位势；

检验数运价 (列位势行位势）

3.计算非基变量检验数。

解方程组时，需

指定某一位势等

于某较小整数

解改进的步骤：

1.在检验数 0 的空格，找出闭回路

2.从空格开始对闭回路顶点依次编号

3.确定偶数顶点处最小运量 a

4.奇数顶点:运输量a

偶数顶点:运输量a

5.最优性检验：若不是最优解，重复

以上步骤直至得出最优解。

1B 2B 3B 4B 产量 iu

1A 10 6 16 1u

2A 8 2 10 2u

3A 14 8 22 3u

销量 8 14 12 14 48

jv 1v 2v 3v 4v

12

10 3

4

2

58 11

产地
销地

4

9

11

6

1B 2B 3B 4B 产量

1A 12 4 16

2A 8 2 10

3A 14 8 22

销量 8 14 12 14 48

12

10

5 6

11

9

4

2

8

4

3

11

1B 2B 3B 4B 产量

1A 16

2A 8 10

3A 14 8 22

销量 8 14 12 14 48

( 2)10

( 2)-2

( 2)-6

( 2)

12

10

5 6

11

9

4

2

8

4

3

11
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计算非基变量检验数得： 11 12 22 23 31 330 2 2 1 9 12          , , , , , ，

所有检验数均 0 ，故得到最优解。最优调运方案为：

1 3 12A B 1 4 4A B 2 1 8A B 2 4 2A B 3 2 14A B 3 4 8A B

2.非标准运输问题

题 1.某市有三个造纸厂 1 2 3A A A、 、 ,其纸的产量分别为8个单位、5个单位和9个单位，有 4个

集中用户 1 2 3 4B B B B、 、 、 ，产量和需求量及单位运价如下表:

确定总运费最少的调运方案（只列出表格即可）。

解：总产量总销量，增加虚拟销地 5B

题 2.三个化肥厂 A B C、 、 供应四个地区，甲乙丙丁需求量产量及运价如下表。试求运费最节

省的方案。（只建立表格）

甲 乙 丙 丁 产量

A 16 13 22 17 50

B 14 13 19 15 60

C 19 20 23  50

最低需求 30 70 0 10

最高需求 50 70 30 不限

需求地
化肥厂

1B 2B 3B 4B 产量

1A 3 12 3 4 8

2A 11 2 5 9 5

3A 6 7 1 5 9

销量 4 3 5 6

产地
销地

产销不平衡运输问题：

总产量总销量:增加一个虚拟销地

总产量总销量:增加一个虚拟产地

虚拟销地/产地运价为运价为0

1B 2B 3B 4B 5B 产量

1A 8

2A 5

3A 9

销量 4 3 5 6 4

3

6

11 5

3

1

4

5

9

7

12

2

0

0

0
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解：将需求量分为必须满足和可满足两部分。最低需求必须满足，不能由虚拟产地提供，

故虚拟产地至最低需求运价设为无穷大正数M 。

C无法运到丁地区，故运价设为M 。

课时五 练习题

1.某公司从三个产地 1 3( )A A 将物品运往四个销地 1 4( )B B ，各产地的产量、销地的销量和每

件物品的运费（万元）如下表所示。

（1）用最小元素法求初始调运方案；（2）求出该问题的最后调运方案和最低运费。

2.如下表中列出了产地 1 2 3, ,A A A 到销地 1 2 3 4, , ,B B B B 的产品单位运费及产地与销地的产品供

给量和需求量:

（1）用最大差额法求初始调运方案；（2）画出表格，利用位势法，求出每一个运输空格的

检验数，并判断初始方案是否需要调整，如需要则进行调整，如不需要则给出最优运输费用。

1B 2B 3B 4B 供应量

1A 3 11 3 10 7

2A 1 9 2 8 4

3A 7 4 10 5 9

需求量 3 6 5 6

产地 销地

产地/销地 1B 2B 3B 4B 产量

1A 3 2 7 6 50

2A 7 5 2 3 60

3A 2 5 4 5 25

销量 60 40 20 15

1
甲 2甲 乙 丙

1
丁 丁

2 产量

A 50

B 60

C 50

D 50

销量 30 20 70 30 10 50

需求地
化肥厂

14

M

19

16

14

0

19

16

13

M

20

13

19

0

23

22

15

M

M

17

15

0

M

17
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3.有6个产地和5个销地的平衡运输问题有 个基变量 个约束条件。

4.设运输问题求最大值，则当所有检验数 取得最优方案。

5.具有m个产地 n个销地的平衡运输问题模型具有特征（ ）。

.A 有mn个变量，m n 个约束 .B 有m n 个变量，mn个约束

.C 有mn个变量， 1m n  个约束 .D 有 1m n  基变量和非基变量

6.对不平衡运输问题，如总销量小于总产量，则不需要做的是（ ）。

.A 虚设一个销地 .B 删去一个产地

.C 令产地到虚设的销地的单位运费为0 .D 取虚设的销地的需求量恰当值

7.求解运输问题，图中为单位运价和产量销量，下面说法正确的是（ ）。

.A 增加运费为M 的产地 .B 增加运费为M 的销地

.C 增加运价为0的产地 .D 增加运价为0的销地

1B 2B 3B 4B 销量

1A 7 8 3 2 10

2A 7 4 5 1 90

3A 4 2 9 6 40

销量 10 30 60 50

销地
产地
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课时六 目标规划

1.目标规划问题的建模

题 1.某工厂生产 ,A B两种产品，已知有关数据如下：

工厂作方案决策时,决策者在原材料供应受严格限制的基础上,同时要考虑市场条件：

产品 A的销售量有下降趋势，故 A的产量不大于 B的产量；

应尽可能充分利用设备台时，但不希望加班；

应尽可能达到并超过计划利润指标56元。

试建立此问题的目标规划数学模型。

解：设 A、B产品分别生产 1 2、x x 件

1 1 2 2 2 3 3min ( )      z p d p d d p d

1 2

1 2 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2

2 11
0

2 10
8 10 56
, , , 0, 1, 2,3

 

 

 

 

 
        
    

  i i

x x
x x d d
x x d d
x x d d
x x d d i

考点 重要程度 占分 题型

1.目标规划问题的建模 必考 5 10 大题

2.目标规划问题图解法 ★★★★ 5 10 大题

产品 A 产品 B 资源

原材料 2 1 11kg

设备 1 2 10h

利润 8 10

1.偏差变量：

正偏差d  ：超过目标值的部分， 0d   ；

负偏差d ：不足目标值的部分， 0 d 。

2.约束：1）绝对约束： 1 22 11 x x ； 2）目标约束： 1 2 0    x x d d 。

3.优先因子（优先级） kP： 1 2 3  P P P

4.权系数：区分具有相同优先级的两个目标

5.目标函数：

恰好达到目标值：min ( , )
z f d d ； 不超过目标值：min ( )z f d ；

超过目标值：min ( )z f d 。

0d d  
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2.目标规划图解法

题 1.用图解法求解以下目标规划问题：

解:

满意解为
10 10( , ) , (2,4)
3 3

线段上所有点

题 2.用图解法求解以下目标规划问题：

解：

斜率 0 ：向上为 d ，向下为 d 

斜率 0 ：向上为 d  ，向下为 d 

1 1 2 2 2 3 3min ( )      z p d p d d p d

1 2

1 2 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2

2 11
0

2 10
8 10 56
, , , 0, 1,2,3

 

 

 

 

 
        
    

  i i

x x
x x d d
x x d d
x x d d
x x d d i

1 2 3 38 10 56    x x d d5.5

2
d

2
d 1 2 2 22 10    x x d d

* *
1 22 4x x 

1 2 1 1 0    x x d d

* *
1 2

10 10
3 3

x x 

3
d

11

1
d

3
d

1
d

O

2x

1x

1 22 11x x 

1 1 2 2 3 3 4min (2 )z p d p d p d d      

1 2 1 1

1 2 2 2

1 3 3

2 4 4

1 2

40
50

24
30

, , , 0, 1,2,3, 4i i

x x d d
x x d d
x d d
x d d
x x d d i

 

 

 

 

 

    
    

  
   
  

O

1d


50

1 2 1 1 40x x d d    

2d


1d
-

4d


1 2 2 2 50x x d d    

40

(24,16) 2 4 4 30x d d   

24

3d


2d
-

4d
-

1 3 3 24x d d   

3d
-

40

1x

50

2x

满意解为 (24,16)
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课时六 练习题

1.某电视机厂装配 A和 B两种型号的电视机，每装配一台电视机需占用装配线1小时，装配

线每周计划开动 40小时。预计市场每周 A电视的销量是24台，每台可获利80元; B电视机每

周销量30台，每台获利 40元。该厂按预测的销量制定生产计划，其目标为：

第一优先级：充分利用装配线每周计划开动 40小时

第二优先级：允许装配线加班，但加班时间每周尽量不超过10小时

第三优先级：装配电视机的数量尽可能满足市场需求。因 A电视机利润高，取其权系数为2。

试建立该问题的目标规划模型。

2.用图解法求下面目标规划问题。

1 1 2 2 3min (2 )z p d p d d    

1 2 1 1

2 2 2

1 3 3

1 2

3 5 30
4

.
6

, , , 0( 1,2,3)i i

x x d d
x d d

s t
x d d
x x d d i

 

 

 

 

    
   


  
  
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课时七 整数规划

1.整数规划数学模型

题 1.某服务部门各时段（每2h为一个时段）需要的服务人员见下表。按规定,服务员连续工

作8h（即四个时段）为一班。现要求安排服务员的工作时间，使服务部门服务员工总数最

少，建立该问题的整数规划模型。

解：设在第 j时段开始时上班的服务员人数为 jx ，故决策变量只需要考虑 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x

1 2 3 4 5min     z x x x x x

1

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

10
8

9
11

, , , , 0

x
x x
x x x
x x x x
x x x x x


     
    

 且均为整数

题 2.建立下述问题的0 1 型整数线性规划模型：某单位计划从 , ( 1, 2, 10)iB i   10个可供选

择的地方中筹建6个分公司，相应的建设费为 , ( 1, 2, 10)ic i   ，并规定：1） 1 3 6, ,B B B 中最多

选一个；2） 2 4,B B 中最少选一个；3） 7 9,B B 中最少选一个；4） 5 8 10, ,B B B 中最少选两个，求

筹建费用最少的方案。

解：每个地方均有选择和不被选择两种可能，
1

1,2, 10
0ix i


 



选择该地建分公司

不选择该地建分公司
10

1
max i i

i
z c X





1 3 6

2 4

7 9

5 8 10

1
1
1

2
0 1( 1,2 10)

  
    
   

  或i

x x x
x x
x x
x x x
x i

考点 重要程度 占分 常见题型

1.整数规划数学模型 ★★★★★ 0 15 大题

2.割平面法 ★★★★★ 0 5 填空、选择

3.分支定界法 ★★★★★ 0 10 填空、选择、大题

4.指派问题 必考 10 15 大题

2 3 4 5

3 4 5

4 5

5

13
8

5
3

x x x x
x x x
x x
x

   
  
 


时段 1 2 3 4 5 6 7 8

服务员最少数目 10 8 9 11 13 8 5 3
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2.割平面法

题 1.已知某整数规划问题其松弛问题的最终单纯形表如下所示，写出该问题的割平面方程

_______。

解：
1 3 4

2 3 4

1 1 3
4 4 4
3 1 7
4 4 4

x x x

x x x

   

   


1 2 3 4

2 3 4

3 1 3
4 4 4
3 1 31
4 4 4

x x x x

x x x

    

    


1 3 3 4

2 3 4

3 3 1
4 4 4
3 3 11
4 4 4

     
    


x x x x

x x x

3 4
3 3 1 0
4 4 4

x x   3 43 3x x     3 4 53 3   x x x

该问题的割平面方程为： 3 4 53 3x x x  

3.分支定界法

题 1.用分支定界法求解：

1 2max  z x x

1 2

1 2

1 2

9 51
14 14

12
3

, 0且为整数

x x

x x

x x

  

  





解：1）求松弛问题的最优解：

x 1 1 0 0

BC Bx b 1x 2x 3x 4x

1 1x 3 4 1 0 1 4 1 4

1 2x 7 4 0 1 3 4 1 4

j 0 0 1 2 1 2

将系数、常数项化为整数与非负真分数形式

解题步骤：

1）求松弛问题的最优解；

2）分支与定界：

任意一个非整数解的变量 ix ，

在松弛问题中加上约束：

    1和i i i ix x x x  

3）找出最优解。

最优解为： 1 2
3 3 29, ,
2 10 6

x x z  

0 1 2 3

1

2

3

1x

2x 3 3( , )
2 10
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2）分支定界

3）最优解为 1 2 1 22 , 2 , 4 3 , 1, 4     x x z x x z或

4.指派问题

题 1.求所示效率矩阵的指派问题的最小解。

解：

12 7 9 7 9
8 9 6 6 6
7 17 12 14 9
15 14 6 6 10
4 10 7 10 9

 
 
 
 
 
 
 
 

5 0 2 0 2
2 3 0 0 0
0 10 5 7 2
9 8 0 0 4
0 6 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 

5 0 2 0 2
2 3 0 0 0
0 10 5 7 2
9 8 0 0 4
0 6 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 

7 0 2 0 2
4 3 0 0 0
0 8 3 5 0
11 8 0 0 4
0 4 1 4 3

 
 
 
 
 
 
 
 

, , , ,    B C D A E甲 丁 乙 戊 丙

√

√

√

A B C D E
甲 12 7 9 7 9

乙 8 9 6 6 6

丙 7 17 12 14 9

丁 15 14 6 6 10

戊 4 10 7 10 9

任务
人员

2 2x 2 3x

无解

1 1x 1 2x

1 2
33 612
14 14

x x z  

1 3x 1 2x

1 23 1 4  x x z1 22 2 4x x z  

1 2
3 10 29, ,
2 9 6

x x z  

1 2
23 412
9 9

  x x z1 2
7 101
3 3

  x x z

匈牙利法解题步骤：

1.变换系数矩阵；

2.圈出和划掉所有0元素；

的数目矩阵阶数，已得最优解

的数目矩阵阶数，转入 3

3.以最少的直线覆盖所有0元素；

4.找无直线覆盖部分最小元素，

进行矩阵变换。

0

0

作直线覆盖0元素步骤：

1.没有 的行打√

2.对打√的行中所有含0的列打√

3.对打√的列中含 的行打√

4.重复 2,3，直至得不到新的打√的行/列

5.无√行划横线，有打√列划竖线

0

0
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非标准指派问题：

1）极大化问题

找出系数矩阵中最大的数 a

用 a分别减去各元素得到新的系数矩阵，化为极小化问题再求解。

例：

5 8 9 12 9 8
10 15 17 7 2 0
9 4 3 8 3 14

   
      
   
   

2）人数与任务数不等：虚拟任务或虚拟人员

例：

5 8 9 5 8 9 0
10 15 17 10 15 17 0
9 4 3 9 4 3 0
16 17 18 16 17 18 0

   
   
   
   
   
   

3）不可接受的配置

某人不能完成某项任务：令其对应的效率为一个无穷大的数M

4）一个人可以做多件事

若某人可做多件事，则可将该人化作相同的 n个人来接受指派。

假设甲可同时完成两项任务：

A B C D
甲 3 1 2 4
乙 1 3 6 5

丙 2 4 1 8

A B C D
甲 3 1 2 4
乙 1 3  1
丙 2 1 3 5

丁  4 2 3

3 1 2 4
1 3 6 5
2 4 1 8
3 1 2 4

 
 
 
 
 
 

3 1 9 0
1 3 0
2 4 3 0

17 18 0

M

M

 
 
 
 
 
 
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课时七 练习题

1.某宾馆有正式工服务员30名，每天各时间段 ( 4 )每 为一个时间段h 所需的服务员人数如下表

所示。已知有15名服务员每天6点上班14点下班；另有15名服务员14点上班 22点下班。问

该宾馆至少需要再招多少名临时工服务员才能满足需要（要求这些临时工服务员在某一时段

开始上班后要连续工作8h）？建立该问题的数学模型。（无需求解）

2.采用割平面法求解整数规划问题过程中，如果松弛问题的最优单纯形表的某方程为：

1 3 4
1 2 13
7 7 7

  x x x ，根据该方程构造的割平面方程为 。

3.已知整数规划问题：

1 2max 3 z x x

1 2

1 2

1 2

3 2 3
. 2 5

, 0且为整数

x x
s t x x

x x

 
  
 

（1）用图解法求对应松弛问题的最优解；

（2）用分支定界法求该问题的最优解。

4.求所示效率矩阵（数值为成本）的指派问题的最小值。

5.求解极大化指派问题：

2 8 6 5
4 2 6 8
7 3 8 3
6 4 9 3

 
 
 
 
 
 

A 。

班次 时间段 所需人数 班次 时间段 所需人数

1 6 : 00 10 : 00 70 4 18 : 00 22 : 00 60

2 10 : 00 14 : 00 90 5 22 : 00 2 : 00 30

3 14 : 00 18 : 00 70 6 2 : 00 6 : 00 40

任务

A B C D E

甲 3 8 2 10 3

乙 8 7 2 9 7

丙 6 4 2 7 5

丁 8 4 2 3 5

戊 9 10 6 9 10

任务
人员
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课时八 动态规划

1.基本概念与建模

题 1.某公司有资金10万元，若投资于项目  1,2,3i i  的投资额为 ix ，其收益分别为

 1 14g x x ，  2 29g x x ，   2
3 32g x x ，问应如何分配投资数额才能使总收益最大？建立

动态规划模型。

解：阶段：将本问题划分为 1,2,3k  三个阶段，分别代表给项目1,2,3进行投资；

状态变量 ks ：第 k阶段开始时可以投资于第 k个到第3个项目的资金；

决策变量 kx ：决定给第 k个项目投资的资金；

状态转移方程： 1k k ks s x   ；

最优指标函数  k kf s ：当可投资金为 ks 时，投资第 k至3项所得的最大收益。

基本方程为：
     

 
1

4 4

0
max , 3,2,1

0（边界条件）

k k
k k k k k k kx s
f s g x f s x k

f s

 
      




2.动态规划问题求解

题 1.某公司拟得5台某种设备分配给所属的甲，乙，丙三个工厂，各工厂可以为公司获得的

利润如下表所示。试问这5台设备如何分配给各公司获得的总利润最大？其总利润是多少？

请用动态规划法分析求解。

解：阶段：将问题按工厂分为3个阶段， , ,A B C三个工厂分别编号为阶段1,2,3

状态变量 ks ：分配给第 k个工厂至第3个工厂的设备台数

考点 重要程度 占分 题型

1.基本概念与建模 ★★★★★ 0 10 大题

2.动态规划问题求解 ★★★★ 0 10 大题

甲 乙 丙

0 0 0 0

1 3 5 4

2 7 10 6

3 9 11 11

4 12 11 12

5 13 11 12

工厂设备数
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解：阶段：将本问题按照给甲、乙、丙三个工厂投资的顺序分为三个阶段， 1,2,3k 

状态变量 ks ：分配给第 k个工厂至第3个工厂的设备台数；

决策变量 kx ：分配给第 k个工厂的设备台数；

状态转移方程： 1  k k ks s x ；

阶段指标函数  k kg x ：分配给第 k个工厂 kx 台设备的盈利值；

最优指标函数  k kf s ： ks 台设备分配给第 k个工厂到第3个工厂时所得最大盈利值

基本方程为：
     

 
1

4 4

0
max , 3,2,1

0（边界条件）

k k
k k k k k k kx s
f s g x f s x k

f s

 
      




第三阶段：

第二阶段：

第一阶段：

最优方案为:甲0台，乙 2台，丙3台 或:甲 2台，乙 2台，丙1台

 3 3g x
 3 3f s 3x



0 1 2 3 4 5
0 0 0 0

1 4 4 1
2 6 6 2
3 11 11 3

4 12 12 4

5 12 12 5

3x
3s

   2 3 2 2g x f s x 
 2 2f s 2x



0 1 2 3 4 5

0 0 0 0

1 0 4 5 0 5 1

2 0 6 5 4 10 0 10 2

3 0 11 5 6 10 4 11 0 14 2

4 0+12 5+11 10+6 11+4 11+0 16 1 2，

5 0+12 5+12 10+11 11+6 11+4 11+0 21 2

2x
2s

   1 2 1 1g x f s x 
 1 5f 1x



0 1 2 3 4 5
0 0+21 3+16 7+14 9+10 12+5 13+0 21 0 2，

1x
1s
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课时八 练习题

1.某公司有3台新设备，将有选择的分配给3个工厂，每个工厂的利润增长额与所分配到的新

设备台数有关，各工厂在获得不同台数新设备时能增加的利润如下所示，问应如何分配这些新

设备使公司的利润增长额最大？最大利润增长额是多少？（利用动态规划方法求解）

利润单位：万元

0 1 2 3

1 0 4.5 7 9

2 0 2 4.5 7.5

3 0 5 7 8

新设备台数
工厂
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课时九 图与网络分析

1.基本知识

题 1.不含环和多重边的图称为 。

答案：简单图

考点 重要程度 占分 常见题型

1.基本知识 ★★★★★ 2 5 填空/选择/判断

2.最小支撑树 ★★★★ 5 10 大题

3.最短路 必考 10 15 大题

4.最大流 必考 10 15 大题

简单图:不含环和多重边

完全图:每对顶点都有边相连的

无向简单图

顶点的次 id v（ ）:以顶点 iv 为端点的边数(环记 2次)

(1) 5d

(2) 2d

顶点次数总和边数的 2倍

奇点的个数为偶数
连通图中:

1

2

3 6

5

4
悬挂边

悬挂点

孤立点

奇点

偶点

1

2 3

1

2 3

2

1

3
4

6
5

6

52

3

1

1

2

3

4

链：前后相继的点边交错序列

圈：起点和终点重合的链

初等链 初等圈 没有重复的点和边

简单链 简单圈 没有重复的边

欧拉路径：只通过每条边一次的路径;

欧拉回路：起点和终点是同一点的欧拉路径;

欧拉图：一笔画出的边不重复的回路（具有欧拉回路的图）。

连通图：任意两点间至少有一条链:
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题 2.具有欧拉回路的图为 。

答案：欧拉图

题 3.一棵树若有 n个顶点，m条边，则 n与m的关系 。

答案： 1m n 

2.最小支撑树

题 1.某工厂内连续六个车间的道路网如图所示，已知每条道路的长，要求沿道路架设连接六

个车间的电话线网，使电话线的总长最小。

解：

最小总长为15

3.最短路

1v

2v

6v

5v

4v

3v

5 7

6 4

3

2

1

4

5

1v

2v

6v

5v

4v

3v

5
7

6 4

3

2

1

4

5

1v

2v

6v

4v
5

3

2

1

4

3v 5v

树：无圈的连通图。树的性质:

 任何树至少有两个悬挂节点；

 树有m个节点，则有 1m 条边；

 树中任意两个节点之间只有唯一一条链；

 树的任意两个不相邻的节点之间增加一条边，则形成唯一的一个圈；

 树中去掉一条边，则余下的图是不连通的。

5V

1V 2V

3V

4V
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题 1.求下图中 1v 到各点的最短距离及路线。

解：给 1v 点 P标号： 1( ) 0P v  ， 2v 至 8v 点T标号： ( ) ( 2 8)iT v i   

   3 3 1 13( ) min ( ), ( ) min ,0 5 5     T v T v P v l

   4 4 1 14( ) min ( ), ( ) min ,0 2 2     T v T v P v l

4v 点 P标号： 4( ) 2P v ，

   3 3 4 43( ) min ( ), ( ) min 5,2 1 3    T v T v P v l

   7 7 4 47( ) min ( ), ( ) min ,2 8 10     T v T v P v l

给 3v 点 P标号: 3( ) 3P v ，

   2 2 3 32( ) min ( ), ( ) min 4,3 6 4T v T v P v l    

   5 5 3 35( ) min ( ), ( ) min ,3 3 6T v T v P v l     

   6 6 3 36( ) min ( ), ( ) min ,3 9 12T v T v P v l     

   7 7 3 37( ) min ( ), ( ) min 10,3 3 6T v T v P v l    

给 2v 点 p标号：  2 4=p v ，

   5 5 2 25( ) min ( ), ( ) min 6,4 7 6T v T v P v l    

给 5v 点 P标号: 5( ) 6P v  ，

   6 6 5 56( ) min ( ), ( ) min 12,6 2 8T v T v P v l    

   8 8 5 58( ) min ( ), ( ) min ,6 12 18T v T v P v l     

给 7v 点 P标号: 7( ) 6P v  ，

   6 6 6 76( ) min ( ), ( ) min 8,6 6 8T v T v P v l    

   8 8 7 78( ) min ( ), ( ) min 18,6 18 18+T v T v P v l   

1v

4v

8v

5v

7v

2v

2

7
4 12

6v3
18

9
3

8

2

6
3v

16
6

5

1
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给 6v 点 P标号: 6( ) 8P v  ，

   8 8 6 68( ) min ( ), ( ) min 18,8 16 18T v T v P v l    

给 8v 标号 8( ) 18P v ，最短距离为18，路径为 1 4 3 5 8   v v v v v

4.最大流

题 1.求下图所示网络图的最大流，最小截集。

解： sv 标上 (0, ) ,检查 sv ：

2( , )sv v 上， 2 2 3 s sc f ，不可标号； 1( , )sv v 上， 1 1 1 15, 1,  s s s sc f c f ，可标号；

则 1v 标号为 1( , ( ))sv l v ，其中    1 1 1( ) min ( ), ( ) min ,5 1 4     s s sl v l v c f 。

检查 1v ： 1 3( , )v v 上， 13 13 2 c f ，不可标号； 1 2( , )v v 上， 21 0f ，可标号；

则 2v 标号 1 2( , ( ))v l v ，    2 1 21( ) min ( ), ) min 4,1 1l v l v f   。

检查 2v ： 2 4( , )v v 上， 24 24c f ，可以标号，

4v 标号为 2 4( , ( ))v l v ，    4 2 24 24( ) min ( ), ) min 1,1 1l v l v c f    。

检查 4v ： 4( , )tv v 上， 4 4t tc f ，可以标号，

tv 标号为 4( , ( ))tv l v ，    4 4 4( ) min ( ), ) min 1,2 1   t t tl v l v c f 。

最大流为5，最小截集为    2 1 3, , ,sv v v v ，截量为5。

变换后：

5f 

(5, 2)

(3,3) (5,4)

(2,2)

(1,0)

(2,1)

5f

(4, 4)

1 3

2

t

5

s (1,1)

4f

(5,1)

(3,3) (5,3)

(3,0)

(2,2)

(1,1)

(2,1)

4f

(4,3)

1 3

2

t

5

s
可标号原则：

正向弧：容量 c 流量 f

反向弧：流量 0f 
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课时九 练习题

1.树图一定是连通图（ ）。

2.求最小生成树，常用的方法有 和 。

3.在增广链中，所有的前向弧都是 ，所有的后向弧都是 。

4.电信公司要在6个城市之间铺设光缆，这些城市的位置及相互之间的铺设光缆的费用如下

图所示，试求一个连接6个城市的铺设方案，使得总费用最小。

5. 下图中的权n为从 iv 到 jv 的距离（费用、时间），从 1v 修一条路到 7v ，如何选择一条路使

得距离最短。

6. 求下列网络中 sv 到 tv 的最大流，并给出一个最小截集。

3
1v

3v

6v

4v

5v

2v

6
5

9
2 3

3

3

1

8

题4图 题5图

12

10
11

8

5

16

14

4

3

2

7

5

1
7

6

6

3 26 9

2v

4v

5vsv

1v

3v

6v 3,3

 3,2

 4,4

 4,3

 5,5

 2,2

 7,6

 8,7

 4,3

 1,1

 3,3
 10,7
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课时十 网络计划技术

1.网络计划图绘制

网络计划图的绘制规则：

3）常见工序的概念

 紧前工序：排在本工序之前，且完成紧前工序后才能开始本工序。

 紧后工序：排在本工序之后，且本工序完成后才能开始。

 虚工序：不占时间、资金等资源，只表示相邻工序间的逻辑关系。

网络图中常见的逻辑关系：

1） A完成后B才能开始

A B① ③ ⑤

A C② ⑩ ⑬

B D⑤ ⑧ ⑮

A C D① ③ ⑦ ⑨

⑤
B

③

⑤

① ② ⑥ ⑦④ ⑧
a
60 20

d kg

c f
b

30
l
3525

he
40 15

45

10 18

4） A、B完成后，C才能开始，

B完成后，D才能开始

3）A完成后，B、C才能开始，

B、C完成后，D才能开始

D

①

⑤
⑩

⑮

⑳

CA

B

2）A、B均完成后，C、D才能开始

1)从左向右绘制,只有一个起点和终点；

箭尾节点编号箭头节点编号；

2)相邻两节点仅有一条箭线，

图中不能有缺口和回路；

考点 重要程度 占分 常见题型

1.网络计划图绘制
★★★★ 10 20 大题

2.时间参数计算
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题 1. 开发一个新产品，需要完成各个工序与所需时间及它们的相互逻辑关系如表所示：

绘制网络计划图并确定关键路线。

解：

关键路线为：

40

③

⑤

① ② ⑥ ⑦④ ⑧
a
60 20

d kg

c f

b

30
l
3525

he
15

45

g h
20 30 25 35

a
① ② ④ ⑦⑤ ⑧d l 170天

60

20 30 25 35
a

① ② ④ ⑦⑥ ⑧d g k l 170天
60

123天
a

① ② ③ ⑦
c f

60 10 18 ⑧35
l

40 150天
a

① ② ⑤ ⑦
e h

60 15 ⑧35
l

工序 工序代号 所需时间（天） 紧后工序

产品设计与工艺设计 a 60 bcd e

外购配套件 b 45 l

下料锻件 c 10 f

工装制造 d 20 g h

木模铸件 e 40 h

机械加工1 f 18 l

工装制造 2 g 30 k

机械加工 2 h 15 l

机械加工3 k 25 l

装配调试 l 35 

140天
a

① ② ⑦ ⑧b l
60 45 35

10 18
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2.时间参数计算

题 1. 计算下图网络图的时间参数：

解：

40

③

⑤

① ② ⑥ ⑦④ ⑧a
60 20

d kg

c f

b

30 3525

he
15

45

l

10 18

时间参数标识:

ji

( , )ESt i j ( , )LSt i j ( , ) ( ) ( )E LR i j t j t j

( , )EFt i j ( , )LFt i j ( , )r i j( ) ( )E Lt i t i

60 90 30
105 135 30

60 60 0
80 80 0

80 80 0
110 110 0

110 110 0
135 135 0 135 135 0

170 170 0

60 80 20
100 120 0

100 120 20
115 135 20

b

③

⑤

① ② ⑥ ⑦④ ⑧

he

a
60 20

d kg

c f

30
l
3525

40 15

45

10 18
70 117 47
88 135 47

60 107 47
70 117 0

0 0 0
60 60 0

100 120

60 600 0

70 117

110 11080 80 170 170
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课时十 练习题

1. 已知网络计划资料如表所示：

求：1）绘制双代号网络计划图；2）若计划工期等于计算工期，计算各项工作的六个时间参

数；3）确定关键线路和关键工作。

2. 某网络计划的有关资料如表所示：

试绘制双代号网络图，并判定关键线路，计算各项工作的时间参数。

工作名称 A B C D E F

紧后工作 ,B C D E F F 

持续时间 7 8 6 12 9 6

工作 A B C D E F G H I J

持续时间 2 3 5 2 3 3 2 3 6 2

紧前工作  A A B B D F E F、 C E F、 、 G H、
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课时十一 决策论

1.不确定型决策

题 1.某公司为经营业务需要，决定要在现有生产情况下生产一种新产品。现有不同型号产品

Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ对应 , , ,A B C D 四种生产方案，产品的市场需求有大 1( )s 、中 2( )s 、小 3( )s

3种状态。三种状态出现情况无法预测，效益如下表：

1）用悲观主义准则决策生产哪种产品；2）用乐观主义准则决策生产哪种产品；3）用最小

后悔值准则决策生产哪种产品；4）用等可能性准则决策生产哪种产品；5）用乐观系数法（假

设乐观系数为0.3）决策生产哪种产品。

解:1）悲观主义准则（小中取大法）

生产第Ⅳ种产品

2）乐观主义准则（大中取大法）

生产第Ⅰ种产品

需求量大 1( )s 需求量中 2( )s 需求量小 3( )s

.A 生产Ⅰ 800 320 250

.B 生产Ⅱ 600 300 200

.C 生产Ⅲ 300 150 50

.D 生产Ⅳ 400 250 100

1s 2s 3s min max

.A 生产Ⅰ 800 320 250 250

.B 生产Ⅱ 600 300 200 200

.C 生产Ⅲ 300 150 50 50

.D 生产Ⅳ 400 250 100 100 100

1s 2s 3s max max

.A 生产Ⅰ 800 320 250 800 800

.B 生产Ⅱ 600 300 200 600

.C 生产Ⅲ 300 150 50 300

.D 生产Ⅳ 400 250 100 400

考点 重要程度 占分 常见题型

1.不确定型决策
★★★★★ 0 15 大题

2.风险型决策
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3）用最小后悔值准则，后悔矩阵：

生产第Ⅱ种产品

4）等可能性准则

生产第Ⅰ种产品

5）乐观系数法

生产第Ⅳ种产品

1s 2s 3s 0.3 0.7 加权平均 max

.A 生产Ⅰ 800 320 250 800 250 65

.B 生产Ⅱ 600 300 200 600 200 40

.C 生产Ⅲ 300 150 50 300 50 125

.D 生产Ⅳ 400 250 100 400 100 190 190

1s 2s 3s max min
.A 生产Ⅰ 0 0 350 350
.B 生产Ⅱ 200 20 300 300 300
.C 生产Ⅲ 500 170 50 500
.D 生产Ⅳ 400 70 0 400

1s 2s 3s 平均收益 max

.A 生产Ⅰ 800 320 250 290 290

.B 生产Ⅱ 600 300 200 700 3

.C 生产Ⅲ 300 150 50 500 3

.D 生产Ⅳ 400 250 100 250
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2.风险型决策

题 1.某公司为经营业务需要，决定要在现有生产情况下生产一种新产品。现有不同型号产品

Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ对应 , , ,A B C D 四种生产方案，产品的市场需求有大 1( )s 、中 2( )s 、小 3( )s

3种状态。三种状态出现概率、效益如下表：

解:1)最大期望效益值准则

生产第种Ⅰ产品

2)最小期望后悔值准则

生产第种Ⅰ产品

题 2.某厂决定生产某种产品，要对机器进行升级改造，投入不同数额的资金进行改造，有三

种方案：购买新机，大修和维护。根据经验，销路好发生的概率为 0.6，不同方案效益值如

下表，请选择效益最大的方案。

投资额 销路好 1 0.6p 销路不好 2 0.4p

A：购买新机 12 25 20

B：大修 8 20 12

C：维护 5 15 8

需求量大 1 1( ) : 0.3s p 需求量中 2 2( ) : 0.4s p 需求量小 3 3( ) : 0.3s p

.A 生产Ⅰ 800 320 250

.B 生产Ⅱ 600 300 200

.C 生产Ⅲ 300 150 50

.D 生产Ⅳ 400 250 100

1 1: 0.3s p 2 2: 0.4s p 3 3: 0.3s p 期望收益 max

.A 生产Ⅰ 800 320 250 293 293

.B 生产Ⅱ 600 300 200 240

.C 生产Ⅲ 300 150 50 165

.D 生产Ⅳ 400 250 100 250

1 1: 0.3s p 2 2: 0.4s p 3 3: 0.3s p 期望后悔值 min
.A 生产Ⅰ 0 0 350 105 105
.B 生产Ⅱ 200 20 300 158
.C 生产Ⅲ 500 170 50 233
.D 生产Ⅳ 400 70 0 148
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解：

( ) 0.6 25 0.4 ( 20) 12 5E A        

( ) 0.6 15 0.4 ( 8) 5 0.8E C        ，最大值为 ( ) 0.8E C  ，故选择维护方案

课时十一 练习题

1.某公司拟定扩大再生产的三种方案，未来市场需求状态为：无需求 1E ，低需求 2E ，中需

求 3E 和高需求 4E ，每个方案在四种自然状态的收益如表所示（单位：万元）：

试分别依据以下决策准则选择扩大再生产的方案：1）悲观准则；2）乐观准则；3）折衷准

则；4）后悔值准则；5）等可能准则。

2.为了适应市场的需要，某地提出了扩大电视机生产的两个方案，第一个方案是建大厂，第

二个方案是建小厂：1）建设大工厂投资600万元，可使用10年，销路好，每年获利 200万元，

销路不好则亏损 40万元。2）建设小工厂投资 280万元，如销路好，每年获利80万元，3年

后扩建，扩建投资 400万元，可使用7年，每年获利190万元，销路不好则每年获利60万元。

试用决策树法选出合理的决策方案，经过市场调查，销路好的概率为 0.7，销路不好的概率

为0.3。

1E 2E 3E 4E

1s 130 65 70 160

2s 40 5 45 100

3s 95 50 60 120

方案

收益 自然

状态

决策权法:

:决策点

〇:方案

△:效益值

( ) 0.6 20 ( 12) 0.4 8 0.8E B        


